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บทที่ 1  

บทน า 

ให้ 𝑋  เป็นเซต และ 𝑇(𝑋) เป็นกึ่งกรุปของการแปลงบน 𝑋 เป็นที่ทราบแล้วว่ากึ่งกรุป 𝑇(𝑋)

ได้รับการศึกษามาอย่างยาวนานจากนักคณิตศาสตร์หลายท่าน โดยเฉพาะภายใน 50 ปีที่ผ่านมา  

แนวคิดของความเป็นปรกติส าหรับกึ่งกรุปคือหนึ่งในหัวข้อที่ได้รับการศึกษาอย่างแพร่หลาย

ในทฤษฎีกึ่งกรุป เป็นที่ทราบกันดีว่า 𝑇(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปกติ ในขณะที่กึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) ไม่

จ าเป็นต้องเป็นกึ่งกรุปปรกติ ด้วยเหตุนี้ความเป็นปรกติของกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) จึงเป็นที่สนใจ

ศึกษาโดยนักคณิตศาสตร์หลายท่าน 

  ใน ปี ค.ศ. 2005 ไปซ ์(PEI, 2005) ได้พิจารณาก่ึงกรุปย่อย 

𝑇𝐸(𝑋) = {𝛼 ∈ 𝑇(𝑋)⃒∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸, (𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ∈ 𝐸 } 

ของ 𝑇(𝑋) เมื่อ 𝐸 คือความสัมพันธ์สมมูลบน X และศึกษาความเป็นปรกติของก่ึงกรุปนี้ 
เราเรียกโครงสร้าง  𝑋 = (𝑋; ≤) ที่ประกอบไปด้วยเซต 𝑋 และความสัมพันธ์ทวิภาค ≤ ว่า

เซตอันดับ (ordered set) ถ้า ≤ สอดคล้องสมบัติสะท้อน (reflexive) สมบัติปฏิสมมาตร (anti-

symmetric) และสมบัติถ่ายทอด (transitive)  

ส าหรับแต่ละ 𝐴 ⊆ 𝑋 เราเรียก (𝐴; ≤) ว่าเซตอันดับย่อย (subordered set) ของ 𝑋 เมื่อ 

≤ เป็นอันดับของ 𝑋 

ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤) และ 𝑌 = (𝑌; ≤) เป็นเซตอันดับ  เราเรียก 𝛼: 𝑋 → 𝑌 ว่าฟังก์ชันยืนยง

อันดับ (order-preserving function) จาก 𝑋 ไปยัง 𝑌  ถ้าส าหรับแต่ละ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 ใน

 𝑋 แล้ว 𝑥𝛼 ≤ 𝑦𝛼 ใน 𝑌 

ถ้ า  (𝑋; ≤) = (𝑌; ≤) เร า เรี ย ก  𝛼 ว่ าก ารแ ป ล งยื น ย ง อัน ดั บ  (order-preserving 

transformation) ของ (𝑋; ≤) และใช้สัญลักษณ์ 𝑂𝑇(𝑋) แทนเซตของการแปลงยืนยงอันดับ

ทั้งหมดบน (𝑋; ≤) 

เราเรียก 𝛼 ว่าฟังก์ชันยืนยงอันดับบางส่วน (partial order-preserving function) จาก 𝑋 

ไปยัง 𝑌 ถ้า 𝛼 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับจากเซตอันดับย่อยของ 𝑋 ไปยัง 𝑌    

ในปี ค.ศ. 2012 ปิง เชาว์ และไม หยาง (ZHAO & YANG, 2012) ศึกษาความเป็นปรกติของ

กึ่งกรุป 𝐶𝑃𝑂𝑛 ของฟังก์ชันบางส่วนยืนยงอันดับแบบบีบอัดทั้งหมดบน  {1,2, … , 𝑛} พวกเขาได้ให้

เงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอในการเป็นกึ่งกรุปปรกติของ 𝐶𝑃𝑂𝑛    



  2 

𝐶𝑃𝑂𝑛  =  { 𝛼 𝜖 𝑃𝑂𝑛⃒( ∀𝑥, 𝑦 𝜖 𝑑𝑜𝑚𝛼), |𝑥𝛼 − 𝑦𝛼| ≤ |𝑥 − 𝑦| } 

เมื่อ 𝑃𝑂𝑛 แทนเซตของการแปลงยืนยงอันดับบางส่วนทั้งหมดบน {1,2, … , 𝑛} และเรียก 𝛼 ว่า
ฟังก์ชันบางส่วนยืนยงอันดับแบบบีบอัด (compressing order-preserving partial function) บน 
{1,2, … , 𝑛} 

ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับ เรากล่าวว่า 𝑋 เป็นเซตอันดับเชื่อมโยง (connected 

ordered set) ถ้าแต่ละคู่สมาชิก 𝑎 และ 𝑏 ใน 𝑋 จะมี 𝑎1,  𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋 ซ่ึง 

𝑎 = 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≥ 𝑎3 ≤ ⋯ ≥ (≤)𝑎𝑛 = 𝑏 หรือ 𝑎 = 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ≥ ⋯ ≤ (≥)𝑎𝑛 = 𝑏 

เป็นที่ทราบแล้วว่า ค่าสัมบูรณ์ |𝑥 −  𝑦| เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวน คือระยะทางระหว่าง 𝑥 

และ 𝑦 บนเส้นจ านวนจริง ด้วยเหตุนี้เราจะนิยามฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดบนเซตอันดับ

เชื่อมโยงได้ในท านองเดียวกันกับฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดบน {1,2, … , 𝑛} โดยใช้ความหมาย

ของระยะทางระหว่างจุดในเซตอันดับเชื่อมโยง 

 ส าหรับแต่ละเซตอันดับเชื่อมโยง (𝑋; ≤) เรานิยามระยะทาง (distant) ระหว่างจุด 𝑥 และ 

𝑦 ใน (𝑋; ≤) ว่าคือจ านวนสมาชิกของเฟนซ์ใน (𝑋; ≤) ที่มีจ านวนสมาชิกน้อยที่สุดซึ่งมี 𝑥 และ 𝑦 

เป็นสมาชิกลบด้วย 1 นั่นคือ 𝑑(𝑥, 𝑦) = min {|𝐹| − 1|𝐹 เป็นเฟนซ์ใน 𝑋 ซ่ึง 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹} 

 ให้ (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับเชื่อมโยง และ 𝛼: 𝑋 → 𝑋 เราเรียก 𝛼 ว่าเป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับ

แบบบีบอัด (compressing order-preserving function) บน  (𝑋; ≤) ถ้า 𝛼 เป็นฟังก์ชันยืนยง

อันดับบน (𝑋; ≤) และ 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ส าหรับทุก ๆ  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋   

 เราใช้สัญลักษณ์ 𝐶𝑃𝑂(𝑋) แทนเซตของฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดทั้งหมดบนเซตอันดับ

เชื่อมโยง (𝑋; ≤) นั่นคือ 
𝐶𝑃𝑂(𝑋)  = { 𝛼 ∈ 𝑂𝑇(𝑋)|∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)} 

งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับกึ่งกรุปของการแปลงยืนยงอันดับแบบบีบอัดส่วนใหญ่จะศึกษาบนเซต

อันดับเชิงเส้น (linearly ordered set) หรือโซ่ (chain) ดังนั้นการศึกษากึ่งกรุปของการแปลงยืนยง

อันดับบนเซตอันดับที่นอกจากเซตอันดับเชิงเส้นจึงเป็นหัวข้อที่น่าสนใจ เนื่องจากเฟนซ์เป็นเซตอันดับ

ที่ไม่ใช่เซตอันดับเชิงเส้นที่ถูกศึกษามาอย่างยาวนาน เราจึงสนใจศึกษากึ่งกรุปของการแปลงยืนยง

อันดับแบบบีบอัดและก่ึงกรุปการแปลงแบบบีบอัดบนเฟนซ์ 

  เฟนซ์ (𝑋; ≤)  เป็นเซตอันดับซึ่ง ≤ สอดคล้องเงื่อนไข 
𝑎1 ≤ 𝑎2 ≥ 𝑎3, … 𝑎2𝑚−1 ≥ 𝑎2𝑚 ≤ 𝑎2𝑚+1, … 
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หรือ 

𝑎1 ≥ 𝑎2 ≤ 𝑎3, … 𝑎2𝑚−1 ≤ 𝑎2𝑚 ≥ 𝑎2𝑚+1, … 

ส าหรับ 𝑚 =  1,2,3, … เพียงอย่างใดอย่างหนึ่งและไม่มีความสัมพันธ์นอกจากนี้  โดยที่  𝑋 =

{𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … }  
 

 ในทฤษฎีบทกึ่งกรุปหัวข้อที่ถูกศึกษากันอย่างแพร่หลายจนถึงปัจจุบันคือ การหากึ่งกรุปย่อย

ปรกติแบบใหญ่ที่สุดเฉพาะกลุ่ม (maximal regular subsemigroup) ของกึ่งกรุป 𝑇(𝑋) ด้วยเหตุนี้ 

เราจึงสนใจศึกษาความเป็นปรกติของกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) ที่มีขนาดใหญ่เพ่ือที่จะค้นหากึ่งกรุปย่อย

ปรกติแบบใหญ่สุดเฉพาะกลุ่มของ 𝑇(𝑋) 

เนื่องจากฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดคือฟังก์ชันที่เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับและฟังก์ชัน

แบบบีบอัด จึงได้ว่าถ้าเราลดทอนเงื่อนไขบางประการของฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดนี้ จะ

สามารถสร้างกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) ซึ่งมีขนาดใหญ่กว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) และในปี ค.ศ. 2016 ตัญญวงษ์ 

ศรีทัศน์ และชินรัมย์ (TANYAWONG, SRITHUS, & CHINRAM, 2016) ได้จ าแนกกึ่งกรุปของฟังก์ชัน

ยืนยงอันดับของเฟนซ์ที่เป็นกึ่งกรุปปรกติทั้งหมดแล้ว ด้วยเหตุข้างต้น เราจึงลดทอนเงื่อนไขการเป็น

ฟังก์ชันยืนยงอันดับ และพิจารณาแต่เพียงฟังก์ชันแบบบีบอัดเท่านั้น โดยให้ 𝐶𝑃(𝑋) แทนกึ่งกรุปของ

ฟังก์ชันแบบบีบอัดทั้งหมดบนเฟนซ์ 𝑋 ซึ่งเห็นได้ชัดว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝐶𝑃(𝑋) จึงท า

ให้เราสนใจศึกษาความเป็นปรกติของก่ึงกรุปของฟังก์ชันแบบบีบอัดบนเฟนซ์ 

ดังนั้นในวิทยานิพนธ์นี้จะศึกษาความเป็นปรกติของกึ่งกรุปของฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบ

อัดบนโซ่และเฟนซ์และฟังก์ชันแบบบีบอัดบนเฟนซ์ โดยเริ่มต้นศึกษาจากการแสดงว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) และ 

𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) โดยแบ่งการศึกษาเป็นดังนี้ 

 ในบทที่ 2 เรารวบรวมบทนิยามและความรู้พ้ืนฐานที่ใช้ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ 
 ในบทที่ 3 เราให้เงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอส าหรับการเป็นกึ่งกรุปปรกติของกึ่งกรุปดังกล่าว 
 นอกจากนี้ ยังศึกษาสมบัติความเป็นปรกติของสมาชิกในกึ่งกรุปนั้น 
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บทที่ 2 

ความรู้พื้นฐาน 

ในบทนี้จะกล่าวถึงบทนิยามและความรู้พ้ืนฐานซึ่งใช้ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ 

2.1   บทนิยามและทฤษฎีบทท่ีเกี่ยวข้องกับความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทพ้ืนฐานของความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

บทนิยาม 2.1.1 ให้ 𝑋 และ 𝑌 เป็นเซต จะเรียก 𝛼 ว่า ความสัมพันธ์ (relation) จาก 𝑋 ไปยัง  𝑌 ถ้า  

𝛼 ⊆ 𝑋 × 𝑌 และเรียก 𝛼 ว่าความสัมพันธ์บน 𝑋 ถ้า 𝛼 ⊆ 𝑋 × 𝑋 

 ส าหรับแต่ละความสัมพันธ์ 𝛼 จาก 𝑋 ไปยัง 𝑌 เรานิยามความสัมพันธ์ผกผันของ 𝛼 ซึ่งแทน

ด้วยสัญลักษณ์ 𝛼−1 ว่าคือ {(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑌 × 𝑋|(𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼} 

 ส าหรับแต่ละความสัมพันธ์ 𝛼 ⊆ 𝑋 ×  𝑌 ก าหนดให้ โดเมน (domain) ของ 𝛼 คือเซตของ

สมาชิกตัวที่หนึ่งของคู่อันดับทั้งหมดใน 𝛼 ซึ่งเขียนแทนด้วย 𝑑𝑜𝑚𝛼 และภาพ (image) ของ 𝛼 คือ

เซตของสมาชิกตัวที่สองของคู่อันดับทั้งหมดใน 𝛼 ซึ่งเขียนแทนด้วย 𝑖𝑚𝛼 นั่นคือ 

𝑑𝑜𝑚 𝛼 = {𝑎 ∈ 𝑋|∃𝑏 ∈ 𝑌, (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼} และ 𝑖𝑚𝛼 = {𝑏 ∈ 𝑌|∃𝑎 ∈ 𝑋, (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼} 

ตามล าดับ 
 

บทนิยาม 2.1.2 ให้  𝑋 เป็นเซต และ 𝛼, 𝛽 เป็นความสัมพันธ์บน 𝑋 ความสัมพันธ์ประกอบ 

(composition relations) ของ 𝛼 และ 𝛽 ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์ 𝛼 ∘ 𝛽  นิยามดังนี้ 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼 ∘ 𝛽  ก็ต่อเมื่อ มี 𝑥 ∈ 𝑋 โดยที่ (𝑎, 𝑥) ∈ 𝛼 และ (𝑥, 𝑏) ∈ 𝛽 

นั่นคือ 𝛼 ∘ 𝛽 = {(𝑎, 𝑏)|∃𝑥 ∈ 𝑋 , (𝑎 , 𝑥) ∈ 𝛼 และ (𝑥, 𝑏) ∈ 𝛽} 

ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ เราแทน 
 
𝛼 ∘ 𝛽   ด้วย

  
𝛼𝛽  

 
 

บทนิยาม 2.1.3 ให้ 𝑋 และ 𝑌 เป็นเซต เรากล่าวว่า 𝛼 เป็นฟังก์ชัน (function) จาก 𝑋 ไปยัง 𝑌 ซึ่ง

ใช้สัญลักษณ์แทนด้วย 𝛼: 𝑋 → 𝑌 ถ้า  𝛼  สอดคล้องเงื่อนไขต่อไปนี้ 

 1) 𝛼 เป็นความสัมพันธ์จาก 𝑋 ไปยัง 𝑌 นั่นคือ 𝛼 ⊆ 𝑋 × 𝑌 

 2) ส าหรับแต่ละ 𝑥 ∈ 𝑋 และ 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 ถ้า (𝑥, 𝑦1), (𝑥, 𝑦2) ∈ 𝛼  แล้ว 𝑦1 = 𝑦2 

 ถ้า 𝑋 = 𝑌 เราเรียก 𝛼 ว่าการแปลง (transformation) บน 𝑋 

จากบทนิยาม 2.1.3 ข้อ 2) ท าให้เราสามารถเขียนแทน 𝑦 ด้วย 𝑥𝛼 เมื่อ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛼 
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บทนิยาม 2.1.4 ให้ 𝑋 เซต และ 𝛼: 𝑍 → 𝑌 เรากล่าวว่า 𝛼 เป็นฟังก์ชันบางส่วน (partial function) 

จาก 𝑋 ไปยัง 𝑌 ถ้า 𝑍 ⊆ 𝑋  
 

ทฤษฎีบท 2.1.5 ให้ 𝛼: 𝑋 → 𝑌 และ 𝛽: 𝑌 → 𝑍 แล้ว 𝛼𝛽  เป็นฟังก์ชันจาก  𝑋 ไป 𝑍  

 เราเรียก 𝛼𝛽 ว่าฟังก์ชันประกอบ (composite function) ของ  𝛼  และ 𝛽  
 

ทฤษฎีบท 2.1.6  ให้   𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑌  เป็นฟังก์ชัน  แล้ว  𝛼−1: 𝑌 → 𝑋 เป็นฟังก์ชัน ก็ต่อเมื่อ  𝛼  

เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึง  

เราเรียก  𝛼−1 ว่าเป็นฟังก์ชันผกผัน (inverse function) ของ 𝛼 
 

ทฤษฎีบท 2.1.7 ให้  𝛼: 𝑋 → 𝑌 เป็นฟังก์ชันหนึ่ งต่อหนึ่ งแบบทั่วถึงจากเซต  𝑋 ไปยัง 𝑌 แล้ว

 𝛼−1: 𝑌 → 𝑋 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึงจากเซต 𝑌 ไปยัง 𝑋 
 

2.2   บทนิยามของเซตอันดับและทฤษฎีบทท่ีเกี่ยวข้อง 
 
 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงบทนิยามพ้ืนฐานของเซตอันดับและทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้อง 
 

บทนิยาม 2.2.1  ให้ 𝑋 เป็นเซตและ ≤ ⊆  𝑋 × 𝑋 เป็นความสัมพันธ์ทวิภาค (binary relation)  

บน 𝑋 เรากล่าวว่า ≤  เป็นอันดับ (order) บน 𝑋 ถ้า  ≤ สอดคล้องสมบัติ  3  ข้อต่อไปนี้  

 1) สมบัติสะท้อน (reflexivity) นั่นคือ 𝑥 ≤ 𝑥 ส าหรับทุก ๆ 𝑥 ∈ 𝑋 

 2) สมบัติปฏิสมมาตร (anti-symmetry) นั่นคือ ส าหรับแต่ละ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 และ 

𝑦 ≤ 𝑥  แล้ว 𝑥 = 𝑦 

3) สมบัติถ่ายทอด (transitivity) นั่นคือ ส าหรับแต่ละ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 และ 𝑦 ≤

𝑧  แล้ว 𝑥 ≤ 𝑧 

เราเรียกโครงสร้างที่ประกอบไปด้วยเซต 𝑋 และอันดับ ≤  ว่าเซตอันดับ (ordered set) 

และแทนด้วยสัญลักษณ์ (𝑋; ≤) และถ้า 𝑋 เป็นเซตจ ากัด จะเรียก (𝑋; ≤) ว่าเป็นเซตอันดับจ ากัด 

(finite ordered set) โดยเขียนแทน (𝑥, 𝑦) ∈≤ ด้วยสัญลักษณ์ 𝑥 ≤ 𝑦 
 

บทนิยาม 2.2.2 ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤) และ 𝑌 = (𝑌; ≤) เป็นเซตอันดับ และ 𝛼: 𝑋 → 𝑌 เป็นฟังก์ชัน 

เราเรียก 𝛼 ว่าเป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับ (order-preserving function) ถ้า 𝛼(𝑥) ≤ 𝛼(𝑦) ใน 𝑌 

เมื่อไรก็ตามท่ี 𝑥 ≤ 𝑦 ใน 𝑋  
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 ถ้ า  𝑋 = 𝑌  เ ร า เรี ย ก  𝛼 ว่ า ก า ร แ ป ล ง แ บ บ ยื น ย ง อั น ดั บ  (order-preserving 

transformation) ของ (𝑋; ≤) 
 

บทนิยาม 2.2.3  ให้  (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับและ 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝑋 เรากล่าวว่า 𝑥 และ 𝑦  สามารถ

เปรียบเทียบกันได้ (comparable) ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 หรือ 𝑦 ≤ 𝑥  
 

บทนิยาม 2.2.4 ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับ   เราเรียก 𝑋 ว่าเซตอันดับเชิงเส้น (linearly 

ordered set) หรือโซ่ (chain) ถ้า  𝑥 ≤ 𝑦 หรือ 𝑦 ≤ 𝑥 ส าหรับทุก ๆ 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝑋   
 

บทนิยาม 2.2.5 ให้  𝑅 เป็ นความสัม พันธ์บนเซต  𝑋 และ 𝛼: 𝑋 → 𝑌 เรากล่ าวว่า 𝛼 ยืนยง 

(preserve) 𝑅 ถ้า (𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ∈ 𝑅  ส าหรับทุก ๆ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅  
 

ทฤษฎีบท 2.2.6 ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤), 𝑌 = (𝑌; ≤) และ 𝑍 = (𝑍; ≤) เป็นเซตอันดับ และ 𝛼: 𝑋 → 𝑌 

และ 𝛽: 𝑌 → 𝑍 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับ แล้ว 𝛼𝛽: 𝑋 → 𝑍 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับจากเซตอันดับ 𝑋 

ไปยัง 𝑍 
 

ต่อไปจะให้บทนิยามเซตอันดับที่เรียกว่าเฟนซ์ 
 

บทนิยาม 2.2.7 ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับ เรากล่าวว่า 𝑋 เป็นเฟนซ ์(fence) ถ้าอันดับ ≤ มี

รูปแบบความสัมพันธ์สลับขึ้นลงเพียงอย่างใดอย่างหนึ่ง นั่นคือ 
𝑎1 ≤ 𝑎2 ≥ 𝑎3, 𝑎3 ≤ 𝑎4 ≥ 𝑎5, … 𝑎2𝑚−1 ≤ 𝑎2𝑚 ≥ 𝑎2𝑚+1, …   

หรือ 
𝑎1 ≥ 𝑎2 ≤ 𝑎3, 𝑎3 ≥ 𝑎4 ≤ 𝑎5, … 𝑎2𝑚−1 ≥ 𝑎2𝑚 ≤ 𝑎2𝑚+1, …   

ส าหรับ 𝑚 = 1,2,3, … และไม่มีความสัมพันธ์นอกจากนี้ โดย 𝑋 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … }    
 

บทนิยาม 2.2.8 ให้ (𝑋; ≤) เป็นเฟนซ์ และ 𝑆 ⊆ 𝑋 เรากล่าวว่าเซตอันดับ 𝑆 = (𝑆; ≤𝑠) เมื่อ ≤𝑠=

≤∩ 𝑋2 เป็นเฟนซ์ย่อย (subfence) ของ 𝑋 ถ้า 𝑆 เป็นเฟนซ์ 
 

บทนิยาม 2.2.9 ให้ 𝑋 = (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับ เรากล่าวว่า 𝑋 เป็นเซตอันดับเชื่อมโยง 

(connected ordered set) ถ้าแต่ละคู่สมาชิก 𝑎 และ 𝑏 ใน 𝑋 จะมี 𝑎1,  𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋 ซ่ึง 

𝑎 = 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≥ 𝑎3 ≤ ⋯ ≥ (≤)𝑎𝑛 = 𝑏 หรือ 𝑎 = 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ≥ ⋯ ≤ (≥)𝑎𝑛 = 𝑏 
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2.3   บทนิยามของกึ่งกรุปและทฤษฎีบทท่ีเกี่ยวข้อง 
 
 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทพ้ืนฐานของกึ่งกรุปที่จะใช้ในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ 
 

บทนิยาม 2.3.1 ให้  𝑋  เป็นเซต เราจะเรียก    ว่าการด าเนินการทวิภาค (binary  operation)  

บน 𝑋  ถ้า     เป็นฟังก์ชันจาก  𝑋 × 𝑋   ไปยัง  𝑋 

 นอกจากนี้เราใช้สัญลักษณ์แทน  ∗ (𝑥, 𝑦) ด้วย  𝑥 ∗ 𝑦   
 

บทนิยาม 2.3.2 ให้ 𝑋 เป็นเซต และ ∗ เป็นการด าเนินการทวิภาคบน 𝑋 

 1)  ∗ มีสมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม (associative law) ถ้า (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) ส าหรับ

ทุก ๆ  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 

 2) ∗ มีสมาชิกเอกลักษณ์  (identity element) ในเซต 𝑋 ถ้ามี 𝑒 ∈ 𝑋 ซึ่ง 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗

𝑒 = 𝑥 ส าหรับทุก ๆ 𝑥 ∈ 𝑋 และเรียก 𝑒 ว่าสมาชิกเอกลักษณ์ 
 

บทนิยาม 2.3.3 กึ่งกรุป (semigroup) 𝑆 = (𝑆,∗) คือโครงสร้างที่ประกอบด้วยเซต 𝑆 และการ

ด าเนินการทวิภาค ∗ บนเซต 𝑆 ที่สอดคล้องสมบัติการเปลี่ยนกลุ่ม นั่นคือ (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) 

ส าหรับทุก ๆ  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 
 

บทนิ ยาม  2.3.4 ให้  (𝑆,∙) และ (𝑇,∗) เป็ นกึ่ งกรุป   เรากล่ าวว่ า (𝑆,∙)  เป็ นกึ่ งกรุปย่ อย 

(subsemigroup) ของ (𝑇,∗)  ถ้า 𝑆 ⊆ 𝑇 และ 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦  ส าหรับทุก ๆ 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝑆  
 

 ต่อไปจะให้บทนิยามของสมาชิกปรกติของกึ่งกรุป 
 
บทนิยาม 2.3.5   ให้ (𝑆,∗)  เป็นกึ่งกรุป กล่าวว่าสมาชิก a  ในเซต S  เป็นสมาชิกปรกติ (regular 

element) ถ้ามีสมาชิก 𝑥 ∈ 𝑆 ที่ท าให้ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑥 ∗ 𝑎  

 เราจะเรียกกึ่งกรุป (𝑆,∗)  ว่ากึ่งกรุปปรกติ (regular semigroup) ถ้าทุกสมาชิกของ S  

เป็นสมาชิกปรกติ    
 

 ส าหรับแต่ละเซต 𝑋 ก าหนดให้ 𝑇(𝑋) แทนกึ่งกรุปของการแปลงทั้งหมดบน 𝑋 ภายใต้การ

ด าเนินการประกอบของฟังก์ชัน 
 

ทฤษฎีบท 2.3.6   ให้  𝑋 เป็นเซต  แล้ว 𝑇(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติภายใต้การด าเนินการประกอบ  
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 ส าหรับแต่ละเซตอันดับ 𝑋 เราให้ 𝑂𝑇(𝑋) แทนกึ่งกรุปของฟังก์ชันยืนยงอันดับจาก 𝑋 ไปยัง 

𝑋 ภายใต้การด าเนินการประกอบ 
 

ทฤษฎีบท 2.3.7   ให้ 𝑋 เป็นเซตอันดับ แล้ว 𝑂𝑇(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋)  
 

ทฤษฎีบท 2.3.8   ให้ X เป็นโซ่จ ากัด แล้ว 𝑂𝑇(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกต ิ
 
 โดยทั่วไปแล้ว 𝑂𝑇(𝑋) อาจไม่เป็นกึ่งกรุปปรกติ 
 

ในปี ค.ศ. 2016 ตัญญวงษ์ ศรีทัศน์ และชินรัมย์ (TANYAWONG et al., 2016) ได้ศึกษา

สมบัติของก่ึงกรุปปรกติของการแปลงบนเฟนซ์  ซึ่งเขาได้พิสูจน์ทฤษฎีบทต่อไปนี้ 
 

ทฤษฎีบท 2.3.9   ให้  (𝑋; ≤) เป็นเฟนซ์ แล้ว 𝑂𝑇(𝑋)เป็นกึ่งกรุปปรกติ ก็ต่อเมื่อ |𝑋| ≤ 4 
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บทที่ 3 

ความเป็นปรกติส าหรับกึ่งกรุปของการแปลงแบบบีบอัด 

ก าหนดให้ 𝑇(𝑋) แทนกึ่งกรุปของการแปลงทั้งหมดบน 𝑋 ภายใต้การด าเนินการประกอบ ∘ 

ของฟังก์ชัน   

สมบัติทางพีชคณิตของกึ่งกรุป 𝑇(𝑋) ได้รับการศึกษามาอย่างยาวนาน โดยเฉพาะอย่างยิ่ง

ความเป็นปรกติส าหรับกึ่งกรุป เป็นที่ทราบแล้วว่า กึ่งกรุป 𝑇(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ ในขณะที่กึ่งกรุป

ย่อยอาจไม่มีสมบัติดังกล่าว ด้วยเหตุนี้การศึกษาสมบัติความเป็นปรกติของกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) จึง

เป็นเรื่องที่น่าสนใจ 

ส าหรับแต่ละจ านวนนับ 𝑛 และเซตย่อย  𝐴 ⊆ {1,2, … , 𝑛} เราเรียกฟังก์ชัน 𝛼: 𝐴 →

{1,2, … , 𝑛} ว่าฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัด (compressing order-preserving function) จาก 

𝐴 ไปยัง {1,2, … , 𝑛} ถ้า 𝛼 สอดคล้องเงื่อนไขต่อไปนี้ 

(1) 𝛼 เป็ น ฟั งก์ ชั น ยื น ย งอัน ดั บ จาก  (𝐴; ≤) ไป ยั ง  ({1,2, … , 𝑛} ; ≤) เมื่ อ  ≤ คื อ

ความสัมพันธ์น้อยกว่าหรือเท่ากับปรกติของจ านวน 

(2) |𝑥𝛼 −  𝑦𝛼|  ≤  |𝑥 −  𝑦| ส าหรับทุก ๆ  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 

เราเรียก 𝛼 ว่าฟังก์ชันบางส่วนยืนยงอันดับแบบบีบอัด (compressing order-preserving 

partial function) บน {1,2, … , 𝑛} ถ้ามี 𝐴 ⊆ {1,2, … , 𝑛} ซึ่ง 𝛼 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบ

อัดจาก 𝐴 ไปยัง {1,2, … , 𝑛} 

ในปี ค.ศ. 2012 ปิง เชาว์ และไม หยาง (ZHAO & YANG, 2012) ศึกษาความเป็นปรกติของ

กึ่งกรุป 𝐶𝑃𝑂𝑛 ของฟังก์ชันบางส่วนยืนยงอันดับแบบบีบอัดทั้งหมดบน {1,2, … , 𝑛} พวกเขาได้ให้

เงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอในการเป็นกึ่งกรุปปรกติของ 𝐶𝑃𝑂𝑛 

 ส าหรับแต่ละเซตอันดับเชื่อมโยง (𝑋; ≤) เรานิยามระยะทาง (distant) ระหว่างจุด 𝑥 และ 

𝑦 ใน (𝑋; ≤) ว่าคือจ านวนสมาชิกของเฟนซ์ใน (𝑋; ≤) ที่มีจ านวนสมาชิกน้อยที่สุดซึ่งมี 𝑥 และ 𝑦 

เป็นสมาชิกลบด้วย 1 นั่นคือ 𝑑(𝑥, 𝑦) = min {|𝐹| − 1|𝐹 เป็นเฟนซ์ใน 𝑋 ซ่ึง 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹} 
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 เป็นที่ทราบแล้วว่า ค่าสัมบูรณ์ |𝑥 −  𝑦| เมื่อ 𝑥 และ 𝑦 เป็นจ านวน คือระยะทางระหว่าง 𝑥 

และ 𝑦 บนเส้นจ านวนจริง ด้วยเหตุนี้เราจะนิยามฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดได้ในท านองเดียวกัน

กับฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดบน {1,2, … , 𝑛} โดยใช้ความหมายของระยะทางระหว่างจุดในเซต

เชื่อมโยง 

 ให้ (𝑋; ≤) เป็นเซตอันดับเชื่อมโยง และ 𝛼: 𝑋 → 𝑋 เราเรียก 𝛼 ว่าเป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับ

แบบบีบอัดบน (𝑋; ≤) ถ้า 𝛼 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับบน (𝑋; ≤) และ 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ส าหรับทุก ๆ  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋   

 เราใช้สัญลักษณ์ 𝐶𝑃𝑂(𝑋) แทนเซตของฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดทั้งหมดบน (𝑋; ≤) 

นั่นคือ 𝐶𝑃𝑂(𝑋)  = { 𝛼 ∈ 𝑂𝑇(𝑋)|∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)} 

 ในบทนี้ เราสนใจศึกษาความเป็นปรกติของ 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เมื่อ 𝑋 เป็นโซ่และเฟนซ์ ตามล าดับ 

และในวิทยานิพนธ์เล่มนี้ เราจะใช้สัญลักษณ์ 𝑋 แทนเซตอันดับ (𝑋; ≤) 
 

3.1 สมาชิกปรกติของ )(XCPO  เมื่อ X  เป็นโซ่และเฟนซ์ 

เริ่มต้นการศึกษา โดยการแสดงว่าฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดบนโซ่ที่ถูกนิยามโดย

ระยะทางอาจไม่เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดบนโซ่ที่ถูกนิยามโดยค่าสัมบูรณ์ 

ตัวอย่าง 3.1.1 พิจารณาเซตอันดับ (𝑋; ≤) เมื่อ 𝑋 = {1,2,3,4} และ ≤ แสดงดังรูปข้างล่างนี้ 

 
 ให้  𝛼: 𝑋 → 𝑋 เป็ น ฟั ง ก์ ชั น ที่ นิ ย า ม โด ย  1𝛼 = 3, 2𝛼 = 2 = 3𝛼, 4𝛼 = 4 จ ะ ได้ ว่ า  

𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ส าหรับทุก ๆ  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จึงได้ว่า 𝛼 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดที่ถูก

นิยามโดยระยะทาง แต่จาก |3𝛼 −  4𝛼| = |2 −  4| = 2 ≰  1 = |3 −  4| จึงได้ว่า  𝛼 ไม่ เป็น

ฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดที่ถูกนิยามโดยค่าสัมบูรณ์                            ⃝ 



  11 

 ด้วยเหตุนี้ การศึกษาก่ึงกรุปของฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดที่นิยามโดยระยะทางจึงเป็น

หัวข้อที่น่าสนใจ 

ทฤษฎีบท 3.1.2 ให้ 𝑋 เป็นเซตอันดับเชื่อมโยง แล้ว 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋)  

บทพิสูจน์ เราจะแสดงว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) โดยการแสดงว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) มีสมบัติปิด

ภายใต ้∘ 

ให้ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶𝑃𝑂(𝑋) จะได้ว่า 𝛼 และ 𝛽 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดบน 𝑋 นั่นคือ 𝛼 

และ 𝛽  เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับบน 𝑋 และ 𝛼 และ 𝛽  เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัดบน 𝑋 ตามล าดับ โดย

ทฤษฎีบท 2.2.6 จะได้ว่า 𝛼𝛽 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับบน 𝑋 

 สุดท้ายจะแสดงว่า 𝛼𝛽 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด 

 ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จาก 𝛼 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด จึงได้ว่า 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  เพราะว่า 𝛽 

เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด จึงได้ว่า 𝑑((𝑥𝛼)𝛽, (𝑦𝛼)𝛽) ≤ 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ท าให้ได้ว่า 𝑑(𝑥𝛼𝛽, 𝑦𝛼𝛽) =

𝑑((𝑥𝛼)𝛽, (𝑦𝛼)𝛽) ≤ 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ดังนั้น 𝛼𝛽 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด เพราะฉะนั้น 

𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋)                      
 

ล าดับต่อไปจะแสดงว่าส าหรับแต่ละโซ่และเฟนซ์ 𝑋 ฟังก์ชันยืนยงอันดับ 𝛼 บน 𝑋 สอดคล้อง

สมบัติ 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ส าหรับทุก ๆ  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ดังแสดงในทฤษฎีบท 3.1.3 และ 3.1.4  
 

ทฤษฎีบท 3.1.3 ให้ 𝑋 เป็นโซ่ และ 𝛼 เป็นฟังก์ชันบน 𝑋 แล้ว 𝛼 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัดบน 𝑋 

บทพิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จาก 𝑋 เป็นโซ่ จะได้ว่า 𝑥 ≤ 𝑦 หรือ 𝑦 ≤ 𝑥 ท าให้ได้ว่า 𝐹 = {𝑥, 𝑦} เป็น

เฟนซ์ย่อยของ 𝑋 โดยบทนิยามของระยะทางของจุดบนเซตอันดับเชื่อมโยง จะได้ว่า 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝐹| −

1 ≤ 1 
 ถ้า 𝑥 = 𝑦 แล้วจาก 𝛼 เป็นฟังก์ชัน จะได้ว่า 𝑥𝛼 = 𝑦𝛼 ท าให้ได้ว่า 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 0 =

𝑑(𝑥, 𝑦) ต่อไปพิจารณากรณีที่   𝑥 ≠ 𝑦 จะได้ว่า 𝑑(𝑥, 𝑦) = 1 เพราะว่า  𝑥𝛼, 𝑦𝛼 ∈ 𝑋 จึงได้ว่า 

𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 1 = 𝑑(𝑥, 𝑦) ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)              
 

ทฤษฎีบท 3.1.4 ให้ X เป็นเฟนซ์ ถ้า 𝛼 ∈ 𝑂𝑇(𝑋)  แล้ว 𝛼 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัดบน 𝑋 

บทพิสูจน์ สมมติว่า 𝛼 ∈ 𝑂𝑇(𝑋)  และให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  

ถ้า 𝑥 = 𝑦 แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑦𝛼 จะได้ 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 0 = 𝑑(𝑥, 𝑦) ท าให้ได้ว่า 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤

𝑑(𝑥, 𝑦)             
ต่อไปพิจารณากรณีที่ 𝑥 ≠ 𝑦 สมมติว่า 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑘  
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โดยไม่เสียนัยความเป็นทั่วไปสมมติว่ามี 𝑥 = 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘 = 𝑦 ซ่ึง  
𝑥 = 𝑎0 < 𝑎1 > 𝑎2 < ⋯ > 𝑎𝑘−1 < 𝑎𝑘 = 𝑦 

จาก 𝛼 เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับ จะได้ว่า  
𝑥𝛼 = 𝑎0𝛼 ≤ 𝑎1𝛼 ≥ 𝑎2𝛼 ≤ ⋯ ≥ 𝑎𝑘−1𝛼 ≤ 𝑎𝑘𝛼 = 𝑦𝛼 

ท าให้ได้ว่า   |{𝑎0𝛼, 𝑎1𝛼, 𝑎2𝛼, … , 𝑎𝑘−1𝛼, 𝑎𝑘𝛼}| ≤ 𝑘 + 1  

ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ |{𝑎0𝛼, 𝑎1𝛼, 𝑎2𝛼, … , 𝑎𝑘−1𝛼, 𝑎𝑘𝛼}| − 1 ≤ 𝑘 + 1 − 1  = 𝑑(𝑥, 𝑦)      
 

เนื่องจากฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดจะต้องเป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับเสมอ จึงได้ว่า 

𝐶𝑃𝑂(𝑋) ⊆ 𝑂𝑇(𝑋) จากทฤษฎีบท 3.1.3 และ 3.1.4 เราได้ว่าแต่ละฟังก์ชันยืนยงอันดับบนโซ่

และเฟนซ์จะเป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด จึงได้ว่าฟังก์ชันยืนยงอันดับจะเป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบ

อัดเสมอ ท าให้ได้ว่า 𝑂𝑇(𝑋) ⊆ 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เมื่อ 𝑋  เป็นโซ่และเฟนซ์ ดังนั้น 𝐶𝑃𝑂(𝑋) = 𝑂𝑇(𝑋) 

เมื่อ 𝑋 เป็นโซ่และเฟนซ์  

เป็นที่ทราบแล้วว่า ถ้า 𝑋 เป็นโซ่จ ากัด แล้ว 𝑂𝑇(𝑋) เป็นกึ่ งกรุปปรกติ  (HIGGINS, 

MITCHELL, & RUSKUC, 2003) และทฤษฎีบท 3.1.5 เป็นผลโดยตรงจากข้างต้น 
 

ทฤษฎีบท 3.1.5 ให้ 𝑋 เป็นโซ่จ ากัด แล้ว 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ  
 

 ในปี ค.ศ. 2016 ตัญญวงษ์ ศรีทัศน์ และชินรัมย์ (TANYAWONG et al., 2016) ได้จ าแนกก่ึง

กรุปของฟังก์ชันยืนยงอันดับของเฟนซ์ที่เป็นกึ่งกรุปปรกติทั้งหมด  นั่นคือเขาพิสูจน์ได้ว่ากึ่งกรุป 

𝑂𝑇(𝑋) เมื่อ 𝑋 เป็นเฟนซ์ เป็นกึ่งกรุปปรกติ ก็ต่อเมื่อ |𝑋| ≤ 4 ด้วย 𝐶𝑃𝑂(𝑋) = 𝑂𝑇(𝑋) เมื่อ 𝑋 

เป็นเฟนซ ์ทฤษฎีบท 3.1.6 เป็นผลโดยตรงจากการจ าแนกข้างต้น ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 3.1.6 ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ ์แล้ว  𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ ก็ต่อเมื่อ  |𝑋| ≤ 4 
 

3.2 สมาชิกปรกติของ )(XCP  เมื่อ X  เป็นเฟนซ ์

 ในทฤษฎีบทกึ่งกรุปหัวข้อที่ถูกศึกษากันอย่างแพร่หลายจนถึงปัจจุบันคือ การหากึ่งกรุปย่อย

ปรกติแบบใหญ่ที่สุดเฉพาะกลุ่ม (maximal regular subsemigroup) ของกึ่งกรุป 𝑇(𝑋) ด้วยเหตุนี้ 

เราจึงสนใจศึกษาความเป็นปรกติของกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) ที่มีขนาดใหญ่เพ่ือที่จะค้นหากึ่งกรุปย่อย

ปรกติแบบใหญ่สุดเฉพาะกลุ่มของ 𝑇(𝑋) 

 เนื่องจากฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดคือฟังก์ชันที่เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับและฟังก์ชัน

แบบบีบอัด จึงได้ว่าถ้าเราลดทอนเงื่อนไขบางประการของฟังก์ชันยืนยงอันดับแบบบีบอัดนี้ จะ
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สามารถสร้างกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) ซึ่งมี 𝐶𝑃𝑂(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยได้ เป็นที่ทราบแล้วว่า ความเป็น

ปรกติของกึ่งกรุปของฟังก์ชันยืนยงอันดับของเฟนซ์ได้ถูกศึกษาเป็นที่เรียบร้อยแล้ว จึงท าให้ใน

วิทยานิพนธ์ จะสนใจศึกษาก่ึงกรุปของฟังก์ชันแบบบีบอัดบนเฟนซ์ 

 ส าหรับแต่ละเซตอันดับเชื่อมโยง ก าหนดให้ 𝐶𝑃(𝑋)  แทนเซตของฟังก์ชันแบบบีบอัด

ทั้งหมดบน (𝑋; ≤) นั่นคือ 𝐶𝑃(𝑋) = {𝛼 ∈ 𝑇(𝑋)|∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)} เห็นได้

ชัดว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) ⊆ 𝐶𝑃(𝑋) 

เริ่มต้นการศึกษา โดยการตรวจสอบว่า 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) หรือไม่ 
 

ทฤษฎีบท 3.2.1 ให้ 𝑋 เป็นเฟนซ์ แล้ว 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋)  

บทพิสูจน์ เราจะแสดงว่า 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋) โดยการแสดงว่า 𝐶𝑃(𝑋) มีสมบัติปิด

ภายใต ้∘ 

 ให้  𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) แ ล ะ ให้  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จ าก  𝛼 เป็ น ฟั งก์ ชั น แ บ บ บี บ อั ด  จึ ง ได้ ว่ า 

𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  จ าก  𝛽 เป็ น ฟั งก์ ชั น แ บ บ บี บ อั ด  จึ ง ได้ ว่ า   𝑑((𝑥𝛼)𝛽, (𝑦𝛼)𝛽) ≤

𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ท าให้ได้ว่า 𝑑(𝑥𝛼𝛽, 𝑦𝛼𝛽) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) นั่นคือ 𝛼𝛽 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด ดังนั้น 

𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปย่อยของ 𝑇(𝑋)                  
 

เป็นที่ทราบแล้วว่า 𝐶𝑃𝑂(𝑋) ⊆ 𝐶𝑃(𝑋) ตัวอย่าง 3.2.2 จะแสดงให้เห็นว่า 𝐶𝑃(𝑋) อาจไม่

เป็นเซตย่อยของ 𝐶𝑃𝑂(𝑋)  
 

ตัวอย่าง 3.2.2 พิจารณาเฟนซ ์𝑋 = (𝑋; ≤) ที่ม ี4 สมาชิก ซึ่งมีความสัมพันธ์ดังรูปข้างล่างนี้ 

 

 

 

 

 ให้ 𝛼: 𝑋 → 𝑋 เป็นฟังก์ชันที่นิยามโดย 𝑎1𝛼 = 𝑎1 = 𝑎4𝛼, 𝑎2𝛼 = 𝑎2 = 𝑎3𝛼 จะได้ว่า α  

เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด แต่ 𝛼 ไม่เป็นฟังก์ชันยืนยงอันดับ ทั้งนี้เป็นเพราะว่า 𝑎3 < 𝑎4 แต ่𝑎3𝛼 ≮ 𝑎4𝛼        ⃝ 

โดยทั่วไป 𝐶𝑃(𝑋) อาจไม่เป็นเซตย่อยของ 𝐶𝑃𝑂(𝑋) ซึ่งเป็นกึ่งกรุปที่ได้จ าแนกความเป็น

ปรกติเป็นที่เรียบร้อยแล้ว ด้วยเหตุนี้การศึกษากึ่งกรุป 𝐶𝑃(𝑋) จึงเป็นหัวข้อที่น่าสนใจ ทฤษฎีบท

ต่อไปนี้จะให้เงื่อนไขเพียงพอในการเป็นสมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋)   
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ทฤษฎีบท 3.2.3 ให้ 𝑋 เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ถ้า |𝑖𝑚𝛼| = 1 แล้ว 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติใน 

𝐶𝑃(𝑋) 
บทพิสูจน์ ให้ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) โดยที่ |𝑖𝑚𝛼| = 1 สมมติว่า 𝑥𝛼 = 𝑎  ส าหรับทุก ๆ  𝑥 ∈  𝑋 จะได้ว่า 

𝑥𝛼3 = ((𝑥𝛼)𝛼)𝛼 = (𝑎𝛼)𝛼 = 𝑎𝛼 = 𝑎 = 𝑥𝛼 ดังนั้น 𝛼 สมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋)      
 

 พิจารณา 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซึ่ง 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ทฤษฎีบท 3.2.4 จะให้ เงื่อนไข

เพียงพอในส าหรับ 𝛼 ในการเป็นสมาชิกปรกติของ 𝐶𝑃(𝑋)  
 

ทฤษฎีบท 3.2.4 ให้ 𝑋 เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซึ่ง 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ถ้ามี 𝑌 เป็น

เฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ซึ่ง 𝛼 Y  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึงจาก 𝑌 ไปยัง 𝑖𝑚𝛼 แล้ว 𝛼 เป็นสมาชิก

ปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋) นอกจากนี้จะมี 𝛽 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซ่ึง 𝑖𝑚𝛽 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ที่ท าให้ 𝛼𝛽𝛼 =  𝛼   
บทพิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซ่ึง 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋  

สมมติว่ามี 𝑌 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ซึ่ง 𝛼 Y เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึงจาก 𝑌  ไปยัง  
𝑖𝑚𝛼 

ให้ γ = 𝛼 Y : 𝑌 → 𝑖𝑚𝛼 จาก 𝛼 Y เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึงจาก 𝑌 ไปยัง 𝑖𝑚𝛼 

และทฤษฎีบท 2.1.7 จะได้ว่า γ−1 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบทั่วถึงจาก 𝑖𝑚𝛼 ไปยัง 𝑌 

จะแสดงว่า 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋) 

ให้ 𝑎, 𝑏  เป็นจุดเริ่มต้นและจุดสิ้นสุดของ  𝑖𝑚𝛼 ใน 𝑋 และ 𝑎+, 𝑏+  เป็นจุดเริ่มต้นและ

จุดสิ้นสุดของ 𝑋  

ก าหนดให้ 𝑋𝑎 เป็นเฟนซ์ที่มี 𝑎+ เป็นจุดเริ่มต้น 𝑎 เป็นจุดสิ้นสุด และ 𝑋𝑏 เป็นเฟนซ์ที่มี 𝑏  

เป็นจุดเริ่มต้น 𝑏+ เป็นจุดสิ้นสุด แล้ว 𝑋 = 𝑋𝑎 ∪ 𝑋𝑏 ∪ 𝑖𝑚𝛼  เราจะนิยาม 𝛽 : 𝑋 → 𝑌 คือ   

𝑥𝛽 =

   𝑥γ−1;  𝑥 ∈ 𝑖𝑚𝛼

𝑎γ−1;  𝑥 ∈ 𝑋𝑎

𝑏γ−1;  𝑥 ∈ 𝑋𝑏

 

ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จะแสดงว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)                     

กรณีท่ี 1 𝑥 ∈ 𝑖𝑚𝛼 และ 𝑦 ∈ 𝑖𝑚𝛼 จะมี 𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝑌 ซ่ึง 𝑥′γ = 𝑥 และ 𝑦′γ = 𝑦 นั่นคือ 𝑥γ−1 =

𝑥′ และ𝑦γ−1 = 𝑦′  จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑥γ−1, 𝑦γ−1) = 𝑑(𝑥′, 𝑦′) = 𝑑(𝑥′γ, 𝑦′γ) =

𝑑(𝑥, 𝑦)   
กรณีท่ี 2 𝑥 ∉ 𝑖𝑚𝛼 และ 𝑦 ∉ 𝑖𝑚𝛼 พิจารณาเป็น 4 กรณี ดังนี้ 

กรณีท่ี 2.1 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑎 จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑎γ−1, 𝑎γ−1) = 𝑑(𝑎, 𝑎) = 0 ≤

𝑑(𝑥, 𝑦)   
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กรณีท่ี 2.2 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑏 จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑏γ−1, 𝑏γ−1) = 𝑑(𝑏, 𝑏) = 0 ≤

𝑑(𝑥, 𝑦)   
กรณีท่ี 2.3 𝑥 ∈ 𝑋𝑎, 𝑦 ∈ 𝑋𝑏 จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑎γ−1, 𝑏γ−1) = 𝑑(𝑎, 𝑏) ≤

𝑑(𝑥, 𝑦)   
กรณีท่ี 2.4 𝑥 ∈ 𝑋𝑏, 𝑦 ∈ 𝑋𝑎จะได้ว่า  𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑏γ−1, 𝑎γ−1) = 𝑑(𝑏, 𝑎) =

𝑑(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)   
กรณีท่ี 3 𝑥 ∈ 𝑖𝑚𝛼 และ 𝑦 ∉ 𝑖𝑚𝛼 พิจารณาเป็น 2 กรณี ดังนี้ 

 กรณีท่ี 3.1 𝑦 ∈ 𝑋𝑎 จาก 𝑥, 𝑎 ∈ 𝑖𝑚𝛼  จะมี 𝑥′, 𝑎′ ∈ 𝑌  ซ่ึง 𝑥′γ = 𝑥  และ 𝑎′γ = 𝑎  

นั่นคือ 𝑥γ−1 = 𝑥′ และ 𝑎γ−1 = 𝑎, จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑥γ−1, 𝑎γ−1) = 𝑑(𝑥′, 𝑎′) =

𝑑(𝑥′γ, 𝑎′γ) = 𝑑(𝑥, 𝑦)   
 กรณีท่ี 3.2 𝑦 ∈ 𝑋𝑏 จาก 𝑥, 𝑏 ∈ 𝑖𝑚𝛼  จะมี 𝑥′, 𝑏′ ∈ 𝑌  ซ่ึง 𝑥′γ = 𝑥  และ 𝑏′γ = 𝑏 นั่น

คือ 𝑥γ−1 = 𝑥′  และ 𝑏γ−1 = 𝑏′ จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑥γ−1, 𝑏γ−1) = 𝑑(𝑥′, 𝑏′) =

𝑑(𝑥′γ, 𝑏′γ) = 𝑑(𝑥, 𝑦)   
กรณีท่ี 4 𝑥 ∉ 𝑖𝑚𝛼, 𝑦 ∈ 𝑖𝑚𝛼 พิจารณาเป็น 2 กรณี ดังนี้ 

กรณีท่ี 4.1 𝑥 ∈ 𝑋𝑎 จะได้ว่า 𝑎, 𝑦 ∈ 𝑖𝑚𝛼  จะมี 𝑎′, 𝑦′ ∈ 𝑌  ซ่ึง 𝑎′γ = 𝑎  และ 𝑦′γ = 𝑦  

นั่นคือ 𝑎γ−1 = 𝑎′  และ𝑦γ−1 = 𝑦′  จะได้ว่า  𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑎γ−1, 𝑦γ−1) = 𝑑(𝑎′, 𝑦′) =

𝑑(𝑎′γ, 𝑦′γ) = 𝑑(𝑥, 𝑦)   
กรณีท่ี 4.2 𝑥 ∈ 𝑋𝑏 จะได้ว่า 𝑏, 𝑦 ∈ 𝑖𝑚𝛼  จะมี 𝑏′, 𝑦′ ∈ 𝑌  ซ่ึง 𝑏′γ = 𝑏  และ 𝑦′γ = 𝑦  

นั่นคือ 𝑏γ−1 = 𝑏′  และ𝑦γ−1 = 𝑦′  จะได้ว่า  𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 𝑑(𝑏γ−1, 𝑦γ−1) = 𝑑(𝑏′, 𝑦′) =

𝑑(𝑏′γ−1, 𝑦′γ−1) = 𝑑(𝑥, 𝑦)   
จากทั้ง 4 กรณี จะได้ว่า 𝛽 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) 

 ต่อไปจะแสดงว่า 𝑖𝑚𝛽 เป็นเฟนซ์ 

จาก γ: 𝑌 → 𝑖𝑚𝛼 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งทั่วถึงจาก 𝑌 ไปยัง 𝑖𝑚𝛼 จะได้ว่า γ−1 ∶ 𝑖𝑚𝛼 → 𝑌 ท า

ให้ ได้ ว่ า  (𝑖𝑚𝛼)γ−1 = 𝑌 นั่ น คือ  (𝑖𝑚𝛼)𝛽 = 𝑌 และเนื่ อ งจาก  𝑋𝑎 𝛽 = {𝑎} ⊆ 𝑌 ,𝑋𝑏 𝛽 =

{𝑏} ⊆ 𝑌 และ 𝑋 = 𝑋𝑎 ∪ 𝑋𝑏 ∪ 𝑖𝑚𝛼  จึงได้ว่า  𝑋𝛽 = 𝑌  

สุดท้ายจะแสดงว่า 𝛼𝛽𝛼 =  𝛼   
ให้ 𝑥 ∈ 𝑋 จะได้ว่า 𝑥𝛼𝛽𝛼 = (𝑥𝛼)𝛽𝛼 = ((𝑥𝛼)γ−1)𝛼 Y = (𝑥𝛼)(γ−1𝛾) =

(𝑥𝛼)𝑖𝑑𝑖𝑚𝛼 = 𝑥𝛼 ดังนั้น 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋)      
 

ทฤษฎีบทต่อไปนี้จะแสดงให้เห็นว่า แต่ละฟังก์ชันใน 𝐶𝑃(𝑋) ซึ่งมีอิมเมจเป็นเฟนซ์จะยืนยง

การเป็นเฟนซ์เสมอ ดังนี้ 
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ทฤษฎีบท 3.2.5 ให้ 𝑋 เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ถ้า 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 และ 𝑆 เป็น

เฟนซ์ย่อยของ 𝑋 แล้ว 𝑆𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อย  

บทพิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซึ่ง 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 และ 𝑆 เป็นเฟนซ์ย่อย

ของ 𝑋  

ส าหรับแต่ละ 𝑛 ∈ ℕ ก าหนดให้ 𝑃(𝑛) แทนข้อความ “ ถ้า |𝑆| = 𝑛 แล้ว 𝑆𝛼 เป็นเฟนซ์

ย่อยของ X ” 

สมมติว่า |𝑆| = 1 และให้ 𝑆 = {𝑎} จะได้ว่า 𝑆𝛼 = {𝑎𝛼} เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋   

ต่อไปให้ 𝑘 ∈ ℕ และสมมติว่า 𝑃(𝑘) เป็นจริง นั่นคือข้อความ “ ถ้า |𝑆| = 𝑘 แล้ว 𝑆𝛼 เป็น

เฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ” เป็นจริง ต่อไปจะแสดงว่า 𝑃(𝑘 + 1) เป็นจริง นั่นคือแสดงว่า “ ถ้า |𝑆| = 𝑘 + 1 

แล้ว 𝑆𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ X ” 

สมมติว่า |𝑆| = 𝑘 + 1 และให้ 𝑆 = {𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1, 𝑎𝑖+2, … , 𝑎𝑖+𝑘} โดยที่ 𝑎𝑖 < 𝑎𝑖+1 > 𝑎𝑖+2 <

⋯ > (<)𝑎𝑖+𝑘 ให้  𝑆′ = 𝑆 − {𝑎𝑖+𝑘} จะ ได้ ว่ า  𝑆 − {𝑎𝑖+𝑘} เป็ น เฟ นซ์ ย่ อยของ  𝑋 และ  |𝑆 −

{𝑎𝑖+𝑘}| = 𝑘  จากสมมติฐานจะได้ว่า 𝑆′𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 เนื่องจาก 𝑑(𝑎𝑖+(𝑘−1), 𝑎𝑖+𝑘) = 1 

และ 𝛼 เป็นฟังก์ชันแบบบีบอัด จะได้ว่า 𝑑(𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼, 𝑎𝑖+𝑘𝛼) ≤  𝑑(𝑎𝑖+(𝑘−1), 𝑎𝑖+𝑘) = 1  
พิจารณา 𝑑(𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼, 𝑎𝑖+𝑘𝛼) เป็น 2 กรณ ี

กรณีที่ 1  𝑑(𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼, 𝑎𝑖+𝑘𝛼) = 0 จะได้ว่า 𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼 = 𝑎𝑖+𝑘𝛼 ท าให้ได้ว่า 𝑆𝛼 = 𝑆′𝛼 

เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 

ก ร ณี ที่  2   𝑑(𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼, 𝑎𝑖+𝑘𝛼) = 1 จ ะ ได้ ว่ า  𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼 แ ล ะ  𝑎𝑖+𝑘𝛼 ส า ม า ร ถ

เปรียบเทียบกันได้ สมมติว่า 𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼 = 𝑎𝑙   จะได้ว่า 𝑎𝑖+𝑘𝛼 ∈ {𝑎𝑙−1, 𝑎𝑙+1}  

 ถ้า 𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼 เป็นจุดปลายของ  𝑆′𝛼 แล้วจะได้ว่า 𝑆𝛼 = 𝑆′𝛼 ∪ {𝑎𝑖+𝑘𝛼 } เป็นเฟนซ์ย่อย

ของ 𝑋 

 ถ้ า  𝑎𝑖+(𝑘−1)𝛼 ไม่ ใช่ จุ ดป ลายของ  𝑆′𝛼 แล้ ว  𝑎𝑙 ไม่ ใช่ จุ ดปลายของ  𝑆′𝛼 จ ะ ได้ ว่ า

{𝑎𝑙−1, 𝑎𝑙 , 𝑎𝑙+1} ⊆ 𝑆′𝛼 ท าให้ได้ว่า 𝑎𝑖+𝑘𝛼 ∈ 𝑆′ ดังนั้น 𝑆𝛼 = 𝑆′𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 

ดังนั้น 𝑆𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋            
 

ทฤษฎีบทต่อไปจะให้เงื่อนไขเพียงพอในการเป็นสมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋) ที่มีอิมเมจเป็น

เฟนซ์ย่อยของ 𝑋 
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ทฤษฎีบท 3.2.6 ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซึ่ง 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋 ถ้า |𝑖𝑚𝛼| = 2 

แล้ว 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋) 

บทพิสูจน์  ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ์ และ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซ่ึง 𝑖𝑚𝛼 เป็นเฟนซ์ย่อยของ 𝑋  

สมมติว่า |𝑖𝑚𝛼| = 2 และให้ 𝑖𝑚𝛼 = {𝑎, 𝑏} จะมี 𝑐, 𝑑 𝜖 𝑋 ซึ่ง 𝑐 < 𝑑 จะได้ 𝑑(𝑐𝛼, 𝑑𝛼) = 1  

นั่นคือ 𝑐𝛼 = 𝑎 และ 𝑑𝛼 = 𝑏  หรือ  𝑐𝛼 = 𝑏 และ 𝑑𝛼 = 𝑎   

โดยไม่เสียนัยความเป็นทั่วไป สมมติว่า 𝑐𝛼 = 𝑎 และ 𝑑𝛼 = 𝑏  เรานิยาม 𝛽: 𝑋 → 𝑋 ดังนี้ 

𝑥𝛽 = {
𝑑 ; 𝑥 = 𝑏
𝑐 ; 𝑥 ≠ 𝑏

 

 ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จะแสดงว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

จาก |𝑖𝑚𝛼| = 2 จะได้ 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) ≤ 1 นั่นคือ 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 0 หรือ 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 1  
ถ้า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 0 แล้วจาก 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 จะได้ว่า 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  

ต่อไปพิจารณากรณี 𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 1 สมมติว่า 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 จะได้ว่า 𝑥 = 𝑦 นั่นคือ 𝑥𝛽 =

𝑦𝛽 ท า ให้ ได้ ว่ า  𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) = 0 ดั งนั้ น  𝑑(𝑥, 𝑦) ≠ 0 ท า ให้ ได้ ว่ า  𝑑(𝑥𝛽, 𝑦𝛽) ≤ 1 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

เพราะฉะนั้น 𝛽 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) 

 ต่อไปจะแสดงว่า 𝛼𝛽𝛼 = 𝛼 
 ให้ 𝑥 ∈ 𝑋 พิจารณาเป็น 2 กรณี ดังนี้  
กรณีท่ี 1 𝑥 = 𝑑 จะได้ว่า 𝑥𝛼𝛽𝛼 = 𝑏𝛽𝛼 = 𝑑𝛼 = 𝑥𝛼 
กรณีท่ี 2 𝑥 ≠ 𝑑 จาก 𝑖𝑚𝛼 = {𝑎, 𝑏} จะได้ 𝑥𝛼 = 𝑎 หรือ 𝑥𝛼 = 𝑏 

 ถ้า 𝑥𝛼 = 𝑎 แล้ว 𝑥𝛼𝛽𝛼 = 𝑎𝛽𝛼 = 𝑐𝛼 = 𝑎 = 𝑥𝛼 

 ถ้า 𝑥𝛼 = 𝑏 แล้ว 𝑥𝛼𝛽𝛼 = 𝑏𝛽𝛼 = 𝑑𝛼 = 𝑏 = 𝑥𝛼 

ดังนั้น 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติใน 𝐶𝑃(𝑋)                    
 

ทฤษฎีบทต่อไปนี้เป็นผลจากทฤษฎีบท 3.2.6 
 

ทฤษฎีบท 3.2.7 ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ ์ซ่ึง |𝑋| = 2 แล้ว 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ  

บทพิสูจน์  ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ์ ซึ่ง |𝑋| = 2 และให้ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋)  
ถ้า |𝑖𝑚𝛼| = 1 แล้ว 𝛼 เป็นฟังก์ชันค่าคงตัว จะได้ว่า 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติ 
ถ้า |𝑖𝑚𝛼| = 2 แล้วจากทฤษฎีบท 3.2.6 จะได้ว่า 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติ 

ดังนั้น 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ               

 

 ต่อไปจะตรวจสอบความเป็นปรกติของก่ึงกรุป 𝐶𝑃(𝑋) ของเฟนซ์ 𝑋 ที่มี 3 สมาชิก 
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ทฤษฎีบท 3.2.8 ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ ์ซ่ึง |𝑋| = 3 แล้ว 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ  

บทพิสูจน์  ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ์ ซึ่ง |𝑋| = 3 และให้ 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋)  
ถ้า |𝑖𝑚𝛼| = 1 แล้ว 𝛼 เป็นฟังก์ชันค่าคงตัว จะได้ว่า 𝛼 เป็นสมาชิกปรกต ิ 
ถ้า |𝑖𝑚𝛼| = 2 แล้วจากทฤษฎีบท 3.2.6 จะได้ว่า 𝛼 เป็นสมาชิกปรกต ิ 
ต่อไปพิจารณากรณี |𝑖𝑚𝛼| = 3 จาก |𝑋| = 3 จะได้ว่า 𝛼 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแบบ

ทั่วถึง จากทฤษฎีบท 3.2.4 จะได้ว่า 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติ ดังนั้น 𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกต ิ             
 

 จากผลของทฤษฎีบท  3.2.3, 3.2.7 และ 3.2.8 เราสรุปได้ว่า ถ้า |𝑋| ≤ 3 แล้ว 𝐶𝑃(𝑋) 

เป็นกึ่งกรุปปรกต ิในทฤษฎีต่อไปจะแสดงให้เห็นว่า ถ้า |𝑋| ≥ 4 แล้ว 𝐶𝑃(𝑋) ไมเ่ป็นกึ่งกรุปปรกต ิ
 

ทฤษฎีบท 3.2.9 ให้ 𝑋  เป็นเฟนซจ์ ากัด ซ่ึง  |𝑋| ≥ 4 แล้ว  𝐶𝑃(𝑋) ไม่เป็นกึ่งกรุปปรกติ  

บทพิสูจน์  ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ์จ ากัด ซ่ึง  |𝑋| ≥ 4 สมมติว่า |𝑋| = 𝑛 นั่นคือ 

 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛 ซ่ึง 𝑎0 < 𝑎1 > 𝑎2 < ⋯ > 𝑎𝑛−1 < 𝑎𝑛 เรานิยาม 𝛼: 𝑋 →  𝑋 ดังนี้ 

𝑥𝛼 = {

      𝑎1 ; 𝑥 = 𝑎1       
      𝑎3 ; 𝑥 = 𝑎𝑛       
      𝑎2 ; 𝑥{𝑎1, 𝑎𝑛}

 

ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 จะแสดงว่า 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

กรณีท่ี 1 𝑥 = 𝑎1 พิจารณา 3 กรณี ดังนี้ 

 ถ้า 𝑦 = 𝑎1 แล้ว 𝑥 = 𝑦 ท าให้ได้ว่า 𝑥𝛼 = 𝑎1 = 𝑦𝛼 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 0 = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 ถ้า 𝑦 = 𝑎𝑛 แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑎1 และ 𝑦𝛼 = 𝑎3 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 2 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ถ้า 𝑦{𝑎1, 𝑎𝑛} แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑎1 และ 𝑦𝛼 = 𝑎2 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 1 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

กรณีท่ี 2 𝑥 = 𝑎𝑛 พิจารณา 3 กรณี ดังนี ้

 ถ้า 𝑦 = 𝑎1 แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑎3 และ 𝑦𝛼 = 𝑎1 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 2 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 ถ้า 𝑦 = 𝑎𝑛 แล้ว 𝑥 = 𝑦 ท าให้ได้ว่า 𝑥𝛼 = 𝑎3 = 𝑦𝛼 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 0 = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ถ้า 𝑦{𝑎1, 𝑎𝑛} แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑎3 และ 𝑦𝛼 = 𝑎2 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 1 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

กรณีท่ี 3 𝑥{𝑎1, 𝑎𝑛} พิจารณา 3 กรณี ดังนี ้

 ถ้า 𝑦 = 𝑎1 แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑎2 และ 𝑦𝛼 = 𝑎1 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 1 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 ถ้า 𝑦 = 𝑎𝑛 แล้ว 𝑥𝛼 = 𝑎2 และ 𝑦𝛼 = 𝑎3 ดังนั้น 𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 1 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ถ้ า  𝑦{𝑎1, 𝑎𝑛} แล้ ว  𝑥 = 𝑦 ท า ให้ ได้ ว่ า  𝑥𝛼 = 𝑎2 = 𝑦𝛼ดั งนั้ น  𝑑(𝑥𝛼, 𝑦𝛼) = 0 =

𝑑(𝑥, 𝑦) 
จากทั้ง 3 กรณี จะได้ว่า 𝛼 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) 



  19 

 ต่อไปจะแสดงว่า 𝛼 ไม่เป็นสมาชิกปรกติ 
 สมมติ 𝛼 เป็นสมาชิกปรกติ จะมี 𝛽 ∈ 𝐶𝑃(𝑋) ซึ่ง 𝛼𝛽𝛼 = 𝛼 ถ้า 𝑥 = 𝑎1 แล้ว 𝑎1 = 𝑎1𝛼 =

𝑎1𝛼𝛽𝛼 = 𝑎1𝛽𝛼 โดยบทนิยามของ 𝛼 จะได้ว่า 𝑎1𝛽 = 𝑎1 ในท านองเดียวกัน จะได้ว่า 𝑎3𝛽 = 𝑎𝑛 ถ้า

 𝑥 = 𝑎𝑛  และถ้ า  𝑥 = 𝑎2แล้ ว  𝑎2 = 𝑎2𝛼 = 𝑎2𝛼𝛽𝛼 = 𝑎2𝛽𝛼  โดยบทนิ ยามของ 𝛼 จะได้ ว่ า 

𝑎2𝛽{𝑎1, 𝑎𝑛} จาก 𝑑(𝑎1, 𝑎2) ≥ 𝑑(𝑎1𝛽, 𝑎2𝛽) = 𝑑(𝑎1, 𝑎2𝛽) จะได้ว่า 𝑎2𝛽 ∈ {𝑎1, 𝑎2} แต่ 

𝑎2𝛽 ≠ 𝑎1 ดั ง นั้ น  𝑎2𝛽 = 𝑎2 จ า ก  1 = 𝑑(𝑎2, 𝑎3) ≥ 𝑑(𝑎2𝛽, 𝑎3𝛽) = 𝑑(𝑎2, 𝑎𝑛) จ ะ ได้ ว่ า 

𝑑(𝑎2, 𝑎𝑛) ≤ 1 เพราะว่า |𝑋| ≥ 4 จึงได้ว่า 𝑑(𝑎2, 𝑎𝑛) ≥ 2 เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น 𝛼 ไม่ เป็น

สมาชิกปรกติ ท าให้ได้ว่า 𝐶𝑃(𝑋) ไม่เป็นกึ่งกรุปปรกต ิ                        
 

ผลจากทฤษฎีบท 3.2.7, 3.2.8 และ 3.2.9 ท าให้เราได้การจ าแนกการเป็นกึ่งกรุปปรกติของ

กึ่งกรุป 𝐶𝑃(𝑋) เมื่อ ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ ์ดังนี้ 
 

ทฤษฎีบท 3.2.10 ให้ 𝑋  เป็นเฟนซ์จ ากัด แล้ว  𝐶𝑃(𝑋) เป็นกึ่งกรุปปรกติ ก็ต่อเมื่อ  |𝑋| ≤ 3
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