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Triangular numbers have been of interest and continuously studied due to 

their beautiful representations, nice properties, and various links with other 

mathematical objects. In this thesis, we focus on a generalized notion of triangular 

numbers, namely, an isosceles triangular number. Some characterizations and 

identities for isosceles triangular numbers are presented as well as links with other 

figurate numbers. Results on triangular numbers can be viewed as a special case. 
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บทที่ 1

บทนำ

จำนวนสามเหลี่ยม (triangular number) คือจำนวนเต็มที่ไมเปนลบซึ่งเขียนแทน

จำนวนจุดที่จัดเรียงเชิงเรขาคณิตบนระนาบเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาซึ่งระยะหางระหวางจุด

มีคาเทากัน จำนวนสามเหลี่ยมเปนจำนวนเชิงรูป (figurate number) รูปแบบหนึ่ง [2] สำหรับ

แตละจำนวนเต็มบวก n จำนวนสามเหลี่ยมอันดับที่ n (nth triangular number) เขียน

แทนดวยสัญลักษณ T (n) คือ จำนวนจุดบนรูปสามเหลี่ยมดานเทาบนระนาบซึ่งมีจำนวนจุด

บนดานเทากับ n จุด ซึ่งมีคาเทากับผลรวมของจำนวนเต็มบวกตั้งแต 1 ถึง n ทำใหไดวา

จำนวนสามเหลี่ยมอันดับที่ n คือ อนุกรมเลขคณิต

T (n) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n

=
n(n+ 1)

2

เพื่อความสะดวกในการศึกษาสมบัติและอธิบายเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมนิยมกำหนด

ให T (0) = 0

ดังกลาวไวแลวขางตนวาจำนวนสามเหลี่ยมสามารถเขียนแทนดวยการจัดเรียงจุด

บนระนาบเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาซึ่งระยะหางระหวางจุดมีคาเทากัน เมื่อพิจารณาจำนวน

สามเหลี่ยมอันดับที่ n จะไดวาจำนวนสามเหลี่ยมอันดับที่ n สามารถแสดงดวยจำนวนจุดบน

ระนาบเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาดังรูปที่ 1.1



 
2

..

n จุด

.

n จุด

รูปที่ 1.1: จำนวนสามเหลี่ยม T (n)

การศึกษาเกี่ยวกับจำนวนสามเหลี่ยมเริ่มขึ้นตั้งแต 6 ศตวรรษกอนคริสตกาล เนื่อง

จากจำนวนสามเหลี่ยมมีคุณสมบัติที่นาสนใจและมีความสัมพันธกับจำนวนเชิงรูปรูปแบบอื่น

ตลอดจนมีความเชื่อมโยงกับแนวคิดอื่นทางคณิตศาสตร ทำใหมีการศึกษาจำนวนสามเหลี่ยม

อยางตอเนื่องและแพรหลายใน [1], [2], [3] และในเอกสารอางอิงที่ปรากฏในเอกสารขาง

ตน ใน [2], [4] และ [9] มีการใหลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมและความสัมพันธ

ที่นาสนใจระหวางจำนวนสามเหลี่ยมและจำนวนเชิงรูปอื่น ๆ ใน [2], [8] และ [10] มีการ

ศึกษาลำดับยอยของจำนวนสามเหลี่ยมหลายรูปแบบที่มีคุณสมบัตินาสนใจ เอกลักษณของ

จำนวนสามเหลี่ยมเปนที่สนใจและไดรับการศึกษาใน [1], [2], [3], [5], [11] เปนตน

ใน [6] มีการนิยามและศึกษาจำนวนซึ่งเปนนัยทั่วไปของจำนวนสามเหลี่ยม คือ

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว (isosceles triangular number) ซึ่งจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว

จะสามารถแสดงดวยจำนวนจุดที่จัดเรียงบนระนาบเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว ซึ่งจำนวนจุด

ของแตละแถวเพิ่มเปนคาคงตัว สำหรับแตละจำนวนเต็มบวก n และ l จำนวนสามเหลี่ยม



 
3

หนาจั่ว-l อันดับที่ n (nth l-isosceles triangular number) เขียนแทนดวยสัญลักษณ

T (n, l) คือ จำนวนของจุดบนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วซึ่งมีจำนวนแถว n แถว และจำนวนจุด

ของแตละแถวเพิ่มขึ้นแถวละ l จุด อีกนัยหนึ่งจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l อันดับที่ n สามารถ

แสดงไดดวยอนุกรมเลขคณิต

T (n, l) = 1 + (1 + l) + (1 + 2l) + · · ·+ (1 + (n− 1)l)

= n+
n(n− 1)l

2

สำหรับบริบทที่อันดับมีความชัดเจนหรือบริบทที่อันดับไมเฉพาะเจาะจง จะเรียก

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l อันดับที่ n วา จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l เปนกรณีเฉพาะของจำนวนสี่เหลี่ยมคางหมูนัยทั่วไป

ซึ่งศึกษาใน [7] และเห็นไดชัดวาจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว T (n, l) คือจำนวนสามเหลี่ยม

T (n) เมื่อ l = 1 เพื่อความสะดวกในการศึกษาสมบัติของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วจะ

กำหนดให T (0, l) = 0 สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก l ใน [6] มีการศึกษาสมบัติพื้นฐาน

ของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว เชน ภาวะคู-คี่ ผลบวก เปนตน ซึ่งเปนนัยทั่วไปจากสมบัติของ

จำนวนสามเหลี่ยม

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l อันดับที่ n หรือ T (n, l) สามารถแสดงเปนจุดในรูป

สามเหลี่ยมหนาจั่วไดดังรูปที่ 1.2
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..

1 + l จุด

.

1 + 2l จุด

.

1 + (n− 3)l จุด

.

1 + (n− 2)l จุด

. 1 + (n− 1)l จุด.

n จุด

รูปที่ 1.2: จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว T (n, l)

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว T (4, 2) = 16 และ T (4, 3) = 22 สามารถเขียนแสดง

เชิงรูปดวยการจัดเรียงจุดบนระนาบเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว ดังตัวอยางที่ 1.0.1

ตัวอยางที่ 1.0.1. จำนวนเต็มบวก 16 และ 22 เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-2 อันดับที่

4 และจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-3 อันดับที่ 4 ตามลำดับ ซึ่งสามารถแสดงเชิงรูปดวยการจัด

เรียงจุดบนระนาบเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วไดดังนี้

.

(a) T (4, 2) = 16

.

(b) T (4, 3) = 22

รูปที่ 1.3: จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว T (4, 2) = 16 และ T (4, 3)=22

จำนวนกำลังสองสมบูรณ (square number) คือจำนวนเต็มบวกซึ่งสามารถเขียน
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แทนดวยจำนวนจุดบนระนาบเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสซึ่งมีระยะหางระหวางจุดเทากัน สำหรับ

แตละจำนวนเต็มบวก n จำนวนกำลังสองสมบูรณอันดับที่ n (nth square number) เขียน

แทนดวยสัญลักษณ S(n) นิยามโดย

S(n) = n2

จำนวนหลายเหลี่ยม (polygonal number) [2] คือ จำนวนเต็มบวกที่สามารถ

แสดงดวยจำนวนจุดบนระนาบที่จัดเรียงเปนรูปหลายเหลี่ยมดานเทาปรกติ (regular poly-

gon) ซึ่งระยะหางระหวางจุดมีคาเทากัน สำหรับจำนวนเต็มบวก n และ m จำนวน m

เหลี่ยมอันดับที่ n เขียนแทนดวยสัญลักษณ P (n,m) คือผลรวมเลขคณิต

P (n,m) = 1 + (1 + (m− 2)) + (1 + 2(m− 2)) + · · ·+ (1 + (m− 2)(n− 1))

= n+
n(n− 1)(m− 2)

2

จากบทนิยามจะเห็นไดอยางชัดเจนวา T (n, l) = P (n, l + 2) สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก

n และ l ซึ่งทำใหไดวาจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วคือการเลื่อนลำดับของจำนวนหลายเหลี่ยม

อยางไรก็ตาม ในวิทยานิพนธนี้จะใชแนวคิดและสัญลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วเพื่อ

นำเสนอนัยทั่วไปของจำนวนสามเหลี่ยมและความสวยงามของเอกลักษณบางเอกลักษณที่นำ

เสนอในบทที่ 3

ดังกลาวแลวขางตน จำนวนสามเหลี่ยมเปนจำนวนที่นาสนใจ มีการศึกษากันอยาง

ตอเนื่องและแพรหลาย โดยเฉพาะอยางยิ่งการใหลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมและ

การพิสูจนเอกลักษณรูปแบบตาง ๆ ของจำนวนสามเหลี่ยม ลักษณะเฉพาะของจำนวนสาม

เหลี่ยมที่รูจักกันอยางแพรหลาย [3] คือ “จำนวนเต็มบวกN เปนจำนวนสามเหลี่ยมก็ตอเมื่อ

9N + 1 เปนจำนวนสามเหลี่ยม” และ “N เปนจำนวนสามเหลี่ยมก็ตอเมื่อ 8N + 1 เปน

จำนวนกำลังสองสมบูรณ” วัตถุประสงคแรกของวิทยานิพนธนี้คือการใหลักษณะเฉพาะ
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ของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วซึ่งเปนนัยทั่วไปของจำนวนสามเหลี่ยมขางตน วัตถุประสงค

ประการที่สองคือการขยายเอกลักษณบางประการของจำนวนสามเหลี่ยมใน [4] และ [5] ให

เปนจริงสำหรับจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว จากการทบทวนและเปรียบเทียบวรรณกรรมการ

ใหลักษณะเฉพาะและเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วที่นำเสนอในวิทยานิพนธนี้ไม

เคยปรากฏหรือมีการเผยแพรมากอนทั้งในแงของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วหรือจำนวนหลาย

เหลี่ยม

วิทยานิพนธนี้ประกอบดวย 4 บท คือ บทที่ 1 เปนการรวบรวมบทนิยาม ที่มา

และความสำคัญ และวรรณกรรมตาง ๆ ที่เกี่ยวของ บทที่ 2 กลาวถึงลักษณะเฉพาะของ

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วและการเชื่อมโยงกับจำนวนกำลังสองสมบูรณ บทที่ 3 กลาวถึง

เอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วซึ่งขยายจากผลลัพธของจำนวนสามเหลี่ยม บทที่ 4

เปนการสรุปภาพรวมของวิทยานิพนธนี้



 

บทที่ 2

ลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว

ในบทนี้เปนการใหลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว พรอมดวยความ

สัมพันธระหวางจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วกับจำนวนกำลังสองสมบูรณ เมื่อ l = 1 ผลลัพธ

ที่เกี่ยวของกับเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l สามารถใชสรุปลักษณะเฉพาะของ

จำนวนสามเหลี่ยมไดดวย

2.1 ลักษณะเฉพาะและการสรางจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วแบบเวียนเกิด

ในหัวขอนี้ เราสนใจลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วซึ่งขยายมาจาก

สมบัติของจำนวนสามเหลี่ยม “จำนวนเต็มบวก N เปนจำนวนสามเหลี่ยมก็ตอเมื่อ 9N + 1

เปนจำนวนสามเหลี่ยม” ใน [3] และการใชลักษณะเฉพาะที่ไดในการสรางจำนวนสามเหลี่ยม

หนาจั่วแบบเวียนเกิด

ทฤษฎีบทตอไปนี้ไดนำเสนอลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l ซึ่ง

สามารถประยุกตเพื่อสรางจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l แบบเวียนเกิดไดโดยตรง

ทฤษฎีบทที่ 2.1.1. ให N และ l เปนจำนวนเต็มบวก และให r และ s เปนจำนวนเต็มซึ่ง

r = (2l+1)2 และ s =
l3 − 3l2 + 4

2
จะไดวา N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l ก็ตอเมื่อ

rN + s เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l

บทพิสูจน. สมมติให N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จะไดวา N = n +
n(n− 1)l

2

สำหรับบางจำนวนเต็มบวก n ทำใหไดวา
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rN
+
s
=

(2
l
+
1)

2

(
n
+

n
(n

−
1)
l

2

)
+

l3
−

3l
2
+
4

2

=
n
2
l(
2l

+
1)

2
+
(2

−
l)
n
(2
l
+
1)

2
+
l3
−

3l
2
+
4

2

=
4l

3
n
2
+
4l

2
n
2
+
ln

2
+
8l

2
n
+
8l
n
+
2n

−
4l

3
n
−
4l

2
n
−

ln
+
l3
−
3l

2
+
4

2

=
(4
l3
+
4l

2
+
l)
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2
−
(4
l3
−
4l

2
−

7l
−
2)
n
+
(l

3
−
3l

2
+
4)

2

=
(4
l3
+
4l

2
+
l)
n
2
−
(4
l3
−
6l

2
−

4l
)n

+
(l

3
−

4l
2
+
4l
)
+
(−

2l
2
+
3l

+
2)
n
+
(l

2
−
4l

+
4)

2

=
l(
(4
l2
+
4l

+
1)
n
2
−

(4
l2
−

6l
−
4)
n
+
(l

2
−

4l
+
4)
)
−
(l
−
2)

((
2l

+
1)
n
−
(l
−

2)
)

2

=
l(
(2
l
+
1)
n
−
(l
−

2)
)2
−

(l
−
2)

((
2l

+
1)
n
−
(l
−

2)
)

2

=
2
((
2l

+
1)
n
−

(l
−
2)
)
+
l(
(2
l
+
1)
n
−

(l
−
2)
)2
−
l(
(2
l
+
1)
n
−

(l
−
2)
)

2

=
((
2l

+
1)
n
−

(l
−

2)
)
+

((
2l

+
1)
n
−
(l
−

2)
)
((
(2
l
+
1)
n
−

(l
−
2)
)
−
1)

l

2

=
T
((
2l

+
1)
n
−
(l
−

2)
,l
)
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ดังนั้น rN + s เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l

ในทางกลับกัน สมมติให rN + s เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จะไดวา

rN + s = n+
n(n− 1)l

2
(2.1)

สำหรับบางจำนวนเต็มบวก n ทำใหไดวา

N =
2n+ ln2 − ln− 2s

2r

=
2n+ ln2 − ln− (l3 − 3l2 + 4)

2(2l + 1)2

=
l (n2 + 2n(l − 2) + (l − 2)2)− (l − 2)(2l + 1)(n+ l − 2)

2(2l + 1)2

=
l(n+ l − 2)2 − (l − 2)(2l + 1)(n+ l − 2)

2(2l + 1)2

=

l(n+ l − 2)2

(2l + 1)2
− (l − 2)(n+ l − 2)

2l + 1
2

=

2(n+ l − 2)

2l + 1
+

l(n+ l − 2)2

(2l + 1)2
− l(n+ l − 2)

2l + 1
2

=
n+ l − 2

2l + 1
+

(
n+ l − 2

2l + 1

)(
n+ l − 2

2l + 1
− 1

)
l

2

เนื่องจาก

N =
2n+ ln2 − ln− (l3 − 3l2 + 4)

2(2l + 1)2
=

(ln− l2 + l + 2)(n+ l − 2)

2(2l + 1)2

เปนจำนวนเต็มบวก ทำใหไดวา (2l + 1)2|(ln− l2 + l + 2)(n+ l − 2)

ถา (2l+1)|(n+l−2) จะไดวา (n+ l − 2)

(2l + 1)
∈ N สมมติให (2l+1) ! (n+l−2)

เนื่องจาก

ln− l2 + l + 2 = l(n+ l − 2)− (2l + 1)(l − 2)
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และ gcd(l, 2l+1) = 1 ทำใหไดวา (2l+1) ! l(n+ l−2) นั่นคือ (2l+1) ! (ln− l2+ l+2)

ดังนั้น (2l+1)2 ! (ln−l2+l+2)(n+l−2) ซึ่ง เกิดขอขัดแยง ทำใหไดวา (2l+1)|(n+l−2)

ซึ่งหมายความวา (n+ l − 2)

(2l + 1)
เปนจำนวน เต็มบวก

เพราะฉะนั้น

N =
n+ l − 2

2l + 1
+

(
n+ l − 2

2l + 1

)(
n+ l − 2

2l + 1
− 1

)
l

2
= T

(
n+ l − 2

2l + 1
, l

)

เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l ตามตองการ

เห็นไดชัดวา ถา l = 1 จะไดลักษณะเฉพาะ “N เปนจำนวนสามเหลี่ยม ก็ตอ

เมื่อ 9N + 1 เปนจำนวนสามเหลี่ยม” ของจำนวนสามเหลี่ยม สำหรับ l ∈ {2, 3, 4} จะได

ผลลัพธตอไปนี้

• จำนวนเต็มบวก N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-2 ก็ตอเมื่อ 25N เปนจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่ว-2 (ซึ่งสมมูลกับการที่ N เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ)

• จำนวนเต็มบวก N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-3 ก็ตอเมื่อ 49N + 2 เปนจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่ว-3

• จำนวนเต็มบวก N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-4 ก็ตอเมื่อ 81N + 10 เปนจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่ว-4

ตัวอยางการคำนวณผลลัพธจากทฤษฎีบทที่ 2.1.1 แสดงไวในตารางตอไปนี้
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n l N = T (n, l) r = (2l + 1)2 s =
l3 − 3l2 + 4

2
rN + s

2 2 4 = T (2, 2) 25 0 100 = T (10, 2)

3 2 9 = T (3, 2) 25 0 225 = T (15, 2)

2 3 5 = T (2, 3) 49 2 247 = T (13, 3)

3 3 12 = T (3, 3) 49 2 590 = T (20, 3)

2 4 6 = T (2, 4) 81 10 496 = T (16, 4)

3 4 15 = T (3, 4) 81 10 1225 = T (25, 4)

2 5 7 = T (2, 5) 121 27 874 = T (19, 5)

โดยทั่วไปแลวสำหรับจำนวนเต็มบวก l เราสามารถสรางจำนวนสามเหลี่ยมหนา

จั่ว-l แบบเวียนเกิดไดโดยตรงจากทฤษฎี 2.1.1

2.2 จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วและจำนวนกำลังสองสมบูรณ

ในหัวขอนี้เรานำเสนอความสัมพันธระหวางจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วและจำนวน

กำลังสองสมบูรณ โดยเนนการใหนัยทั่วไปของสมบัติที่วา “N เปนจำนวนสามเหลี่ยมก็ตอ

เมื่อ 8N + 1 เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ” [3] และในสวนทายจะนำเสนอความสัมพันธ

เชิงผลบวกของจำนวนกำลังสองสมบูรณและจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วดวย

ทฤษฎีบทตอไปนี้กลาวถึงเงื่อนไขที่จำเปนและเพียงพอสำหรับจำนวนสามเหลี่ยม

หนาจั่ว-l ที่จะเปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ

ทฤษฎีบทที่ 2.2.1. ใหN และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวาN เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนา

จั่ว-l ก็ตอเมื่อ 8Nl+(l−2)2 เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ และ
√

8Nl + (l − 2)2 ≡ l+2

(mod 2l)
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บทพิสูจน. สมมติให N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จะไดวา

N = n+
n(n− 1)l

2

สำหรับบางจำนวนเต็มบวก n ทำใหไดวา

8Nl + (l − 2)2 = 8nl + 4n(n− 1)l2 + (l − 2)2

= (2nl)2 − 2(2nl)(l − 2) + (l − 2)2

= (2nl − l + 2)2

เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ และ
√
8Nl + (l − 2)2 ≡ 2nl − l + 2 ≡ l + 2 (mod 2l)

ในทางกลับกัน สมมติให 8Nl + (l − 2)2 เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ และ
√

8Nl + (l − 2)2 ≡ l + 2 (mod 2l) จะไดวามีจำนวนเต็มบวก m ซึ่ง

√
8Nl + (l − 2)2 = 2lm+ (l + 2)

ทำใหไดวา

8Nl + (l − 2)2 = (2lm+ (l + 2))2

= 4l2m2 + 4lm(l + 2) + (l + 2)2

ดังนั้น

N =
4l2m2 + 4lm(l + 2) + (l + 2)2 − (l − 2)2

8l

=
8ml + 8l + 4(m+ 1)ml2

8l

= (m+ 1) +
(m+ 1)ml

2

= T (m+ 1, l)

เพราะฉะนั้น N เปนจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l ตามตองการ
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สำหรับ l = 1 จะไดวา 8Nl+ (l− 2)2 = 8N + 1 เปนจำนวนคี่เสมอ ดังนั้น ถา

8Nl + (l − 2)2 เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ แลว

√
8Nl + (l − 2)2 ≡

√
8N + 1 ≡ 1 ≡ l + 2 (mod 2l)

โดยทฤษฎีบทที่ 2.2.1 ทำใหเราไดผลลัพธตอไปนี้

บทแทรกที่ 2.2.2 ([3]). ให N เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา N เปนจำนวนสามเหลี่ยม ก็ตอ

เมื่อ 8N + 1 เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 2.2.1 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

n l N = T (n, l) 8Nl + (l − 2)2
√

8Nl + (l − 2)2 ≡ l + 2 (mod 2l)

2 2 4 = T (2, 2) 64 = 82 8 ≡ 4 (mod 4)

3 2 9 = T (3, 2) 144 = 122 12 ≡ 4 (mod 4)

2 3 5 = T (2, 3) 121 = 112 11 ≡ 5 (mod 6)

3 3 12 = T (3, 3) 289 = 172 17 ≡ 5 (mod 6)

2 4 6 = T (2, 4) 196 = 142 14 ≡ 6 (mod 8)

3 4 15 = T (3, 4) 484 = 222 22 ≡ 6 (mod 8)

2 5 7 = T (2, 5) 289 = 172 17 ≡ 7 (mod 10)

ทฤษฎีบทตอไปกลาวถึงลักษณะเฉพาะของผลรวมของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-

l จำนวน k จำนวน ซึ่งเปนนัยทั่วไปของทฤษฎีบทที่ 2.2.1

ทฤษฎีบทที่ 2.2.3. ให l, k และ N เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา N เปนผลรวมของจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่ว-l รวมกัน k จำนวน ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็มบวก u1, u2, . . . , uk ซึ่ง

1. 8lN + k(l − 2)2 = u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
k และ
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2. ui ≡ l + 2 (mod 2l) สำหรับทุก i = 1, 2, . . . , k

บทพิสูจน. สมมติให N เปนผลรวมของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จำนวน k จำนวน จะได

วา

N =
k∑

i=1

T (mi, l)

สำหรับบางจำนวนเต็มบวก mi ทำใหไดวา

N =
k∑

i=1

(
mi +

mi(mi − 1)l

2

)
=

k∑

i=1

2mi +m2
i l −mil

2

และ

8lN + k(l − 2)2 = k(l − 2)2 + 4l
k∑

i=1

(
2mi +m2

i l −mil
)

=
k∑

i=1

(
4m2

i l
2 − 4mil(l − 2) + (l − 2)2

)

=
k∑

i=1

(2mil − (l − 2))2

สำหรับแตละ i ∈ {1, 2, . . . , k} ให ui = 2mil − (l − 2) ทำใหไดวา

8lN + k(l − 2)2 = u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
k

และ ui ≡ 2lmi − (l − 2) ≡ l + 2 (mod 2l) สำหรับทุก i ∈ {1, 2, . . . , k}

ในทางกลับกัน สมมติวามีจำนวนเต็มบวก u1, u2, . . . , uk ซึ่ง

8lN + k(l − 2)2 = u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
k

และ ui ≡ l + 2 (mod 2l) สำหรับทุก i = 1, 2, . . . , k แตละ i ∈ {1, 2, . . . , k} ให

mi =
ui + (l − 2)

2l
เนื่องจาก ui ≡ l + 2 (mod 2l) ทำใหไดวา mi เปนจำนวนเต็มบวก

เพราะฉะนั้น

N =
k∑

i=1

T (mi, l)

เปนผลรวมของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จำนวน k จำนวน
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เมื่อพิจารณาทฤษฎีบทที่ 2.2.3 ในกรณีที่ k = 1 จะไดวาผลลัพธคือทฤษฎีบท

ที่ 2.2.1 และเมื่อพิจารณาทฤษฎีบทที่ 2.2.3 ในกรณีที่ l = 1 จะไดผลลัพธสำหรับจำนวน

สามเหลี่ยมดังแสดงในบทแทรกตอไปนี้

บทแทรกที่ 2.2.4 ([3]). ให k และ N เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา N เปนผลรวมของ

จำนวนสามเหลี่ยมรวมกัน k จำนวน ก็ตอเมื่อ 8N+k เปนผลรวมของจำนวนกำลังสองสมบูรณ

คี่ k จำนวน

เมื่อวิเคราะหกรณี k = 2 ในทฤษฎีบทที่ 2.2.3 จะไดวาจำนวนเต็มบวก N เปน

ผลรวมของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จำนวน 2 จำนวน ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็มบวก u และ

v ซึ่ง 8lN +2(l−2)2 = u2+v2 และ u ≡ v ≡ l+2 (mod 2l) ในทฤษฎีบทถัดไปเปนการ

ใหลักษณะเฉพาะทางเลือกสำหรับกรณีนี้

ทฤษฎีบทที่ 2.2.5. ให l และ N เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา N เปนผลรวมของจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จำนวน 2 จำนวน ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็มบวก u และ v ซึ่ง

1. 4lN + (l − 2)2 = u2 + v2 และ

2. u+ v ≡ l + 2 (mod 2l) และ u− v ≡ l + 2 (mod 2l)

บทพิสูจน. สมมติให N เปนผลรวมของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l จำนวน 2 จำนวน จะได

วา

N = T (m, l) + T (n, l)

สำหรับบางจำนวนเต็มบวก m และ n ทำใหไดวา

N = m+
m(m− 1)l

2
+ n+

n(n− 1)l

2

=
2m+m(m− 1)l + 2n+ n(n− 1)l

2
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นั่นคือ

4lN + (l − 2)2 = 2l (2m+m(m− 1)l + 2n+ n(n− 1)l) + (l − 2)2

= 4ml + 2m2l2 − 2ml2 + 4nl + 2n2l2 − 2nl2 + (l − 2)2

= (lm)2 + (ln)2 + (l − 2)2 + 2l2mn− 2(l − 2)lm

− 2(l − 2)ln+ (lm)2 − 2mnl2 + (ln)2

= (l(m+ n)− (l − 2))2 + (l(m− n))2

ให u = l(m+n)− (l−2) และ v = l(m−n) จะไดวา 4lN +(l−2)2 = u2+v2 ทำใหได

วา u+ v ≡ 2lm− l+2 ≡ l+2 (mod 2l) และ u− v ≡ 2ln− l+2 ≡ l+2 (mod 2l)

ตามตองการ

ในทางกลับกัน สมมติวามีจำนวนเต็มบวก u และ v ซึ่ง

4lN + (l − 2)2 = u2 + v2

และ u + v ≡ l + 2 (mod 2l) และ u − v ≡ l + 2 (mod 2l) โดยไมเสียนัยทั่วไป

สมมติวา u ≥ v ให m =
u+ v + (l − 2)

2l
และ n =

u− v + (l − 2)

2l
เนื่องจาก

u + v ≡ l + 2 (mod 2l) และ u − v ≡ l + 2 (mod 2l) ทำใหไดวา m และ n เปน

จำนวนเต็มบวก เพราะฉะนั้น

N = T (m, l) + T (n, l)

ตามตองการ

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 2.2.5 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้
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a b l T (a, l) T (b, l) N 4lN + (l − 2)2 u+ v, u− v ≡ l + 2 (mod 2l)

1 2 2 1 4 5 40 = 22 + 62 2 + 6, 2− 6 ≡ 4 (mod 4)

2 3 2 4 9 13 104 = 22 + 102 2 + 10, 2− 10 ≡ 4 (mod 4)

1 2 3 1 5 6 73 = 32 + 82 3 + 8, 3− 8 ≡ 5 (mod 6)

2 4 3 5 22 27 325 = 62 + 172 6 + 17, 6− 17 ≡ 5 (mod 6)

ผลลัพธที่นาสนใจเกี่ยวกับจำนวนสามเหลี่ยมอีกสมบัติหนึ่ง คือ ผลรวมของจำนวน

สามเหลี่ยมสองจำนวนที่เรียงติดกันเปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ [11, สมการ (1)] นั่นคือ

T (n) + T (n+ 1) = (n+ 1)2 (2.2)

ในทฤษฎีบทตอไปนี้เราพิสูจนวา l = 1 เปนเงื่อนไขที่จำเปนและเพียงพอที่ทำใหผลรวมของ

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว-l สองอันที่ตอเนื่องกันเปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ

ทฤษฎีบทที่ 2.2.6. ให l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา T (n, l) + T (n + 1, l) เปนจำนวน

กำลังสองสมบูรณสำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n ก็ตอเมื่อ l = 1

บทพิสูจน. สมมติให l ≥ 2 สังเกตไดวา T (n, l) + T (n + 1, l) = n2l + 2n + 1 สำหรับทุก

จำนวนเต็มบวก n จะไดวา T (1, l) + T (1 + 1, l) = l + 3 เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ ก็

ตอเมื่อ 22(l + 3) เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ สมมติวา T (1, l) + T (1 + 1, l) = l + 3

เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ จะไดวา l ≥ 6 และ 22(l + 3) ≥ 36 เนื่องจาก (l + 3)

เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ จะไดวา 22(l+3) เปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ ซึ่งทำใหไดวา

T (2, l) + T (2 + 1, l) = 4l + 5 = 22(l + 3) − 7 ไมเปนจำนวนกำลังสองสมบูรณ ดังนั้น

T (n, l) + T (n+ 1, l) จึงไมใชจำนวนกำลังสองสมบูรณสำหรับ n = 1 หรือ n = 2

บทกลับเปนจริงโดย (2.2)



 

บทที่ 3

เอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว

ในบทนี้เปนการสรางและพิสูจนเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วโดยมุงเนน

การขยายเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมใน [1], [2], [3], [5] และ [11] สูเอกลักษณของ

จำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว เพื่อใหผูอานสามารถติดตามและเขาใจผลลัพธในบทนี้ไดงายขึ้น

เราไดแสดงตัวอยางการคำนวณและเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมที่สัมพันธกันควบคูไวดวย

3.1 เอกลักษณเชิงการบวกและเอกลักษณเชิงการคูณ

ในหัวขอนี้จะนำเสนอเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วซึ่งเกี่ยวของกับการ

บวกและการคูณ

ทฤษฎีบทแรกเปนเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วที่เกี่ยวของกับจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่วอันดับที่ m+ n ดังนี้

ทฤษฎีบทที่ 3.1.1. T (m+ n, l) = T (m, l)+T (n, l)+ lmn สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก l,

m และ n

บทพิสูจน. ให l,m และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (m+ n, l) = m+ n+
m+ n(m+ n− 1)l

2
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ทำใหไดวา

T (m+ n, l) = m+ n+
(m2 −m+ n2 − n+ 2mn)l

2

=
2m+ 2n+m2l −ml + n2l − nl + 2lmn

2

=
2m+m(m− 1)l + 2n+ n(n− 1)l + 2lmn

2

= m+
m(m− 1)l

2
+ n+

n(n− 1)l

2
+ lmn

= T (m, l) + T (n, l) + lmn

ดังนั้น T (m+ n, l) = T (m, l) + T (n, l) + lmn

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.1.1 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

m n l T (m, l) T (n, l) T (m, l) + T (n, l) + lmn T (m+ n, l)

2 2 2 4 4 16 16 = T (4, 2)

3 4 2 9 16 49 49 = T (7, 2)

2 3 3 5 12 35 35 = T (5, 3)

2 4 3 5 22 51 51 = T (6, 3)

สำหรับ l = 1 ในทฤษฎีบทที่ 3.1.1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมใน

[11, สมการ (4a)] ดังตอไปนี้

T (m+ n) = T (m) + T (n) +mn

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก m และ n

สำหรับทฤษฎีบทถัดไปจะนำเสนอเอกลักษณที่เกี่ยวของกับจำนวนสามเหลี่ยมหนา

จั่วอันดับที่ mn
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ทฤษฎีบทที่ 3.1.2. T (mn, l) = T (m, l)T (n, l) + (2− l)lT (m− 1)T (n− 1) สำหรับทุก

จำนวนเต็มบวก m,n และ l

บทพิสูจน. ให m, n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (mn, l) = mn+
mn(mn− 1)l

2

=
4mn+ 2m2n2l − 2mnl

4

=
(2m+m2l −ml)(2n+ n2l − nl)

4
+

(2l − l2)(m2 −m)(n2 − n)

4

=

(
m+

m(m− 1)l

2

)(
n+

n(n− 1)l

2

)

+ (2− l)l

(
(m− 1)m

2

)(
(n− 1)n

2

)

= T (m, l)T (n, l) + (2− l)lT (m− 1)T (n− 1)

ดังนั้น T (mn, l) = T (m, l)T (n, l) + (2− l)lT (m− 1)T (n− 1)

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.1.2 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

m n l T (m, l) T (n, l) T (m, l)T (n, l) T (mn, l)

+(2− l)lT (m− 1)T (n− 1)

2 2 2 4 4 16 16 = T (4, 2)

3 4 2 9 16 144 144 = T (12, 2)

2 3 3 5 12 51 51 = T (6, 3)

2 4 3 5 22 92 92 = T (8, 3)

เมื่อแทนคา l = 1 ในทฤษฎีบทที่ 3.1.2 จะไดเอกลักษณสำหรับจำนวนสามเหลี่ยม

T (mn) = T (m)T (n) + T (m− 1)T (n− 1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก m และ n ใน [11, สมการ (17a)]
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3.2 เอกลักษณรูปแบบเวียนเกิด

ในหัวขอนี้กลาวถึงเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วในรูปแบบลำดับเวียน

เกิด นำเสนอความสัมพันธระหวางพจนระหวางจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วอันดับตาง ๆ ซึ่งเปน

นัยทั่วไปของเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยม

ทฤษฎีบทที่ 3.2.1. nT (n+ 1, l)− (l − 1)n = (n+ 2)T (n, l) สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก

n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

nT (n+ 1, l)− (l − 1)n = n

(
(n+ 1) +

(n+ 1)nl

2

)
− nl + n

= n

(
2n+ 2 + n2l + nl

2

)
− nl + n

=
2n2 + 2n+ n3l + n2l − 2nl + 2n

2

=
2n2 + n3l − n2l + 4n+ 2n2l − 2nl

2

= (n+ 2)

(
2n+ n2l − nl

2

)

= (n+ 2)

(
n+

n(n− 1)l

2

)

= (n+ 2)T (n, l)

ดังนั้น nT (n+ 1, l)− (l − 1)n = (n+ 2)T (n, l)

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมในรูปแบบ

nT (n+ 1) = (n+ 2)T (n)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n ใน [5, สมการ (1.7)]
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ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.2.1 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

n l T (n, l) T (n+ 1, l) nT (n+ 1, l)− (l − 1)n (n+ 2)T (n, l)

2 2 4 9 16 16

3 2 9 16 45 45

2 3 5 12 20 20

3 4 15 28 75 75

ทฤษฎีบทที่ 3.2.2. T (2n+ 1, l)−T (2n, l) = T (n+ 1, l)−T (n− 1, l)+(l−1) สำหรับ

ทุกจำนวนเต็มบวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (2n+ 1, l)− T (2n, l) = 2n+ 1 +
(2n+ 1)(2n)l

2
− 2n− (2n)(2n− 1)l

2

=
4n+ 2 + 4n2l + 2nl − 4n− 4n2l + 2nl

2

=
2n+ 2 + n2l + nl − 2n+ 2− n2l + 3nl − 2l + 2l − 2

2

= n+ 1 +
(n+ 1)(n)l

2
− (n− 1)− (n− 1)(n− 2)l

2
+ l − 1

= T (n+ 1, l)− T (n− 1, l) + (l − 1)

ดังนั้น T (2n+ 1, l)− T (2n, l) = T (n+ 1, l)− T (n− 1, l) + (l − 1)

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมในรูปแบบ

T (2n+ 1)− T (2n) = T (n+ 1)− T (n− 1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n
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ทฤษฎีบทที่ 3.2.3. T (2n, l) = 3T (n, l) + lT (n− 1) + (l − 1)n สำหรับจำนวนเต็มบวก

n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

3T (n, l) + lT (n− 1) + (l − 1)n = 3

(
n+

n(n− 1)l

2

)
+ l

(
(n− 1)n

2

)
+ (l − 1)n

=
6n+ 3n2l − 3nl + n2l − nl + 2nl − 2n

2

=
4n+ (4n2 − 2n)l

2

= 2n+
2n(2n− 1)l

2

= T (2n, l)

ดังนั้น T (2n, l) = 3T (n, l) + lT (n− 1) + (l − 1)n

ทฤษฎีบทประกอบที่ 3.2.4. lT (n− 1) + (l − 1)n = T (n− 1) + (l − 1)T (n) สำหรับ

จำนวนเต็มบวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (n− 1) + (l − 1)T (n) =
(n− 1)n

2
+ (l − 1)

(
n(n+ 1)

2

)

=
n2 − n+ n2l + nl − n2 − n

2

=
n2l − nl + 2nl − 2n

2

= l

(
(n− 1)n

2

)
+ (l − 1)n

= lT (n− 1) + (l − 1)n

ดังนั้น lT (n− 1) + (l − 1)n = T (n− 1) + (l − 1)T (n)
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โดยทฤษฎีบทที่ 3.2.3 และทฤษฎีบทประกอบ 3.2.4 จะไดเอกลักษณตอไปนี้

บทแทรกที่ 3.2.5. T (2n, l) = 3T (n, l) + T (n− 1) + (l− 1)T (n) สำหรับทุกจำนวนเต็ม

บวก n และ l

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมในรูปแบบ

T (2n) = 3T (n) + T (n− 1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n ใน [5, สมการ (1.12)]

ตัวอยางของผลลัพธในบทแทรกที่ 3.2.3 แสดงดังตารางตอไปนี้

n l T (n, l) 3T (n, l) + T (n− 1) + (l − 1)T (n) T (2n, l)

3 2 9 36 36

4 3 22 92 92

5 4 45 190 190

3 5 18 81 81

ทฤษฎีบทที่ 3.2.6. T (2n+ 1, l) = 3T (n, l)+T (n+ 1, l)+2(l−1)n สำหรับทุกจำนวนเต็ม

บวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (2n+ 1, l) = 2n+ 1 +
(2n+ 1)(2n)l

2

=
4n+ 2 + 4n2l + 2nl

2

=
6n+ 3n2l − 3nl + 2n+ 2 + n2l + nl + 4nl − 4n

2

= 3

(
n+

n(n− 1)l

2

)
+

(
n+ 1 +

(n+ 1)(n)l

2

)
+ 2ln− 2n

= 3T (n, l) + T (n+ 1, l) + 2(l − 1)n



 
26

ดังนั้น

T (2n+ 1, l) = 3T (n, l) + T (n+ 1, l) + 2(l − 1)n

ตามตองการ

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.2.6 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

n l T (n, l) T (n+ 1, l) 3T (n, l) + T (n+ 1, l) + 2(l − 1)n T (2n+ 1, l)

3 2 9 16 49 49

4 3 22 35 117 117

5 4 45 66 231 231

3 5 18 34 112 112

ทฤษฎีบทที่ 3.2.7. lT (2n+ 1, l) = 3lT (n, l) + lT (n+ 1, l) + 4nT (l − 1) สำหรับทุก

จำนวนเต็มบวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

lT (2n+ 1, l) = l

(
2n+ 1 +

(2n+ 1)(2n)l

2

)

=
4nl + 2l + 4n2l2 + 2nl2

2

=
6nl + 3n2l2 − 3nl2 + 2nl + 2l + n2l2 + nl2 + 4nl2 − 4nl

2

= 3

(
n+

n(n− 1)l

2

)
+ l

(
n+ 1 +

(n+ 1)(n)l

2

)
+ 4n

(
(l − 1)l

2

)

= 3lT (n, l) + lT (n+ 1, l) + 4nT (l − 1)
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ดังนั้น

lT (2n+ 1, l) = 3lT (n, l) + lT (n+ 1, l) + 4nT (l − 1)

ตามตองการ

เมื่อกำหนด l = 1 ในทฤษฎีบททั้งสองทฤษฎีบทขางตน จะไดเอกลักษณของ

จำนวนสามเหลี่ยม

T (2n+ 1) = 3T (n) + T (n+ 1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n

ทฤษฎีบทที่ 3.2.8. n2T (k − 1, l) + kT (n, l) = T (nk, l)− n2(k − 1)(l − 1) สำหรับทุก

จำนวนเต็มบวก n, k และ l

บทพิสูจน. ให n, k และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

n2T (k − 1, l) + kT (n, l)

= n2

(
k − 1 +

(k − 1)(k − 2)l

2

)
+ k

(
n+

n(n− 1)l

2

)

= n2

(
2k − 2 + k2l − 3kl + 2l

2

)
+ k

(
2n+ n2l − nl

2

)

=
2n2k − 2n2 + n2k2l − 3n2kl + 2n2l + 2nk + n2kl − nkl

2

=
2nk + n2k2l − nkl − 2n2kl + 2n2k + 2n2l − 2n2

2

=
2nk + n2k2l − nkl

2
− n2kl + n2k + n2l − n2

= nk +
nk(nk − 1)l

2
− n2(k − 1)(l − 1)

= T (nk, l)− n2(k − 1)(l − 1)
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ดังนั้น

n2T (k − 1, l) + kT (n, l) = T (nk, l)− n2(k − 1)(l − 1)

ตามตองการ

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยม

n2T (k − 1) + kT (n) = T (nk)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n และ k

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.2.8 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

n k l T (k − 1, l) T (n, l) n2T (k − 1, l) + kT (n, l) T (nk, l)

−n2(k − 1)(l − 1)

2 2 2 1 4 12 12

2 3 2 4 4 28 28

3 4 3 12 12 156 156

2 3 4 6 6 42 42

ทฤษฎีบทที่ 3.2.9. n2T (k − 1, l)+kT (n− 1, l) = T (nk − 1, l)−(n2−1)(k−1)(l−1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n, k และ l

บทพิสูจน. ให n, k และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
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+
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−
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ดังนั้น

n2T (k − 1, l) + kT (n− 1, l) = T (nk − 1, l)− (n2 − 1)(k − 1)(l − 1)

ตามตองการ

สำหรับ l = 1 ในทฤษฎีบทที่ 3.2.9 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยม

n2T (k − 1) + kT (n− 1) = T (nk − 1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก k และ n

ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.2.9 แสดงไวในตารางตอไปนี้

n k l n2T (k − 1, l) + kT (n− 1, l) T (nk − 1, l)− (n2 − 1)(k − 1)(l − 1)

2 2 2 6 6

2 3 2 19 19

3 4 3 128 128

2 3 4 27 27

3.3 เอกลักษณเชิงยกกำลังสอง

ในหัวขอนี้นี้จะกลาวถึงเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วในพจนยกกำลังสอง

ซึ่งเปนนัยทั่วไปของเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมดังนี้

ทฤษฎีบทที่ 3.3.1. T (n+ 1, l)2 − T (n, l)2 = (n+ 1)3 + (l− 1)n ((l + 1)n2 + 3n+ 1)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก l และ n
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บทพิสูจน. ให l และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (n+ 1, l)2 − T (n, l)2

=

(
(n+ 1) +

(n+ 1)nl

2

)2

−
(
n+

n(n− 1)l

2

)2

=
4n2 + 8n+ 4n3l + 8n2l + 4n+ 4 + 4nl + n4l2 + 2n3l2 + n2l2

4

− 4n2 + 4n3l − 4n2l + n4l2 − 2n3l2 + n2l2

4

=
8n+ 12n2l + 4 + 4nl + 4n3l2

4

= 2n+ 3n2l + 1 + nl + n3l2

= (n3 + 3n2 + 3n+ 1) + (nl − n)(n2l + n2 + 3n+ 1)

= (n+ 1)3 + (l − 1)n((l + 1)n2 + 3n+ 1)

ดังนั้น

T (n+ 1, l)2 − T (n, l)2 = (n+ 1)3 + (l − 1)n
(
(l + 1)n2 + 3n+ 1

)

ตามตองการ

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยม

T (n+ 1)2 − T (n)2 = (n+ 1)3

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n ใน [5, สมการ (1.5)]

ทฤษฎีบทที่ 3.3.2. T (n, l)2+T (n− 1, l)2 = lT (n2, l)− (2n2−2n+1)(2T (l, n− 1)−

(l + 1)) สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
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ดังนั้น

T (n, l)2 + T (n− 1, l)2 = lT (n2, l)− (2n2 − 2n+ 1)(2T (l, n− 1)− (l + 1))

ตามตองการ

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยม

T (n)2 + T (n− 1)2 = T (n2)

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n ใน [4, สมการ (19a)]

ทฤษฎีบทที่ 3.3.3. (T (n+ 1, l)− T (n, l))2 = l(T (n+ 1, l)+T (n, l))− (l−1) สำหรับ

ทุกจำนวนเต็มบวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

(T (n+ 1, l)− T (n, l))2 + l − 1

=

(
n+ 1 +

(n+ 1)(n)l

2
− n− n(n− 1)l

2

)2

+ l − 1

=

(
2n+ 2 + n2l + nl − 2n− n2l + nl

2

)2

+ l − 1

=

(
2 + 2nl

2

)2

+ l − 1

=
4 + 8nl + 4n2l2

4
+ l − 1

=
4 + 8nl + 4n2l2 + 4l − 4

4

=
4n2l2 + 8nl + 4l

4

= l

(
4n2l + 8n+ 4

4

)
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= l

(
2n2l + 4n+ 2

2

)

= l

(
2n+ 2 + n2l + nl + 2n+ n2l − nl

2

)

= l

(
2n+ 2 + n2l + nl

2

)
+ l

(
2n+ n2l − nl

2

)

= l

(
n+ 1 +

(n+ 1)(n)l

2

)
+ l

(
n+

n(n− 1)l

2

)

= lT (n+ 1, l) + lT (n, l)

ดังนั้น (T (n+ 1, l)− T (n, l))2 = l(T (n+ 1, l) + T (n, l))− (l − 1)

สำหรับ l = 1 จะไดเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยม

T (n+ 1) + T (n) = (T (n+ 1)− T (n))2 = (n+ 1)2

สำหรับทุกจำนวนเต็มบวก n

ทฤษฎีบทที่ 3.3.4. T (n+ 1, l) + T (n, l + 1) = n2l + T (n+ 1) สำหรับทุกจำนวนเต็ม

บวก n และ l

บทพิสูจน. ให n และ l เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา

T (n+ 1, l) + T (n, l + 1) = (n+ 1) +
(n+ 1)(n)l

2
+ n+

n(n− 1)(l + 1)

2

=
2n+ 2 + n2l + nl

2
+

2n+ n2l + n2 − nl − n

2

=
2n2l + 3n3n2 + 2

2

= n2l +
(n+ 1)(n+ 2)

2

= n2l + T (n+ 1)

ดังนั้น T (n+ 1, l) + T (n, l + 1) = n2l + T (n+ 1)
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ตัวอยางของผลลัพธในทฤษฎีบทที่ 3.3.4 ไดแสดงไวในตารางตอไปนี้

n l T (n+ 1, l) T (n, l + 1) T (n+ 1, l) + T (n, l + 1) n2l + T (n+ 1)

2 2 9 5 14 14

3 2 16 12 28 28

3 3 22 15 37 37

4 3 35 28 63 63



 

บทที่ 4

บทสรุป

ในวิทยานิพนธนี้ ไดศึกษาจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วซึ่งเปนนัยทั่วไปของจำนวน

สามเหลี่ยมและไดนำเสนอผลวิจัยใน 2 ประเด็นหลัก คือ

1) การใหลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วพรอมดวยการแสดงความ

สัมพันธระหวางจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วและจำนวนกำลังสองสมบูรณในบทที่ 2 ลักษณะ

เฉพาะดังกลาวเปนนัยทั่วไปของลักษณะเฉพาะของจำนวนสามเหลี่ยม

2) การพิสูจนเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่ว ในบทที่ 3 ไดนำเสนอ

เอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมหนาจั่วที่นาสนใจไวหลายเอกลักษณ เอกลักษณดังกลาว

สามารถใชอธิบายเอกลักษณของจำนวนสามเหลี่ยมซึ่งเปนกรณีเฉพาะไดดวย

การขยายเอกลักษณรูปแบบอื่น ๆ ของจำนวนสามเหลี่ยมสูเอกลักษณของจำนวน

สามเหลี่ยมหนาจั่วเปนปญหาวิจัยที่นาสนใจ
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